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AVERTISSEMENT 



En rédigeant ces Leçons de Géométrie ^]e n'ai pas perdu de 
vue le rôle tout spécial que joue cette science dans 
Tensemble des Mathématiques élémentaires. 

Placée à l'entrée de l'enseignement mathématique, elle 
est, en effet, la forme la plus simple et la plus accessible du 
raisonnement. La portée des méthodes, leur fécondité y 
sont plus immédiatement tangibles que celles des théories 
relativement abstraites de l'Arithmétique ou de l'Algèbre. 
Par là, elle se montre capable d'exercer, sur l'activité de 
l'esprit, une influence indéniable. J'ai cherché, avant tout, à 
développer cette influence en éveillant et en secondant le 
plus possible l'initiative de l'étudiant. 

C'est ainsi qu'il m'a paru nécessaire de multiplier les 
exercices autant que le comportait le cadre de l'ouvrage. 
Celte nécessité a été, pour ainsi dire, la seule règle qui 
m'ait guidé dans cette partie de mon travail. J'ai cru devoir 
proposer des questions de difficulté très différente et 
graduellement croissante : tandis que les exercices placés 
à la fin de chaque chapitre, surtout les premiers d'entre eux, 
sont très simples, ceux que j'ai insérés après chaque livre 
sont d'une solution moins immédiate; enfin j'ai rejeté à la 
fin du volume des énoncés de problèmes relativement 
difficiles. Certaines questions sont empruntées à des 
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théories importantes — citons parmi celles-là celles qui 
sont relatives à l'inversion et aux systèmes de cercles, et 
dont beaucoup proviennent du mémoire Sur les relations 
entre les groupes de points , de cercles et de sphères dans le plan 
et dans l'espace^ de M. Darboux(i) — ; d'autres, au contraire, 
n'ont d'autre prétention que de rompre l'esprit à la pratique 
du raisonnement. Je n'ai pas été moins éclectique dans le 
choix des sources auxquelles j'ai puisé : à côté des exercices 
classiques qui se présentent comme les applications les 
plus immédiates de la théorie et qu'on serait presque étonné 
de ne pas rencontrer dans ce traité, on en trouvera qui sont 
empruntés à divers auteurs et à divers recueils périodiques 
français ou étrangers, et aussi un assez grand nombre qui 
sont originaux. 

D'autre part, j'ai inséré à la fin de l'ouvrage une note 
dans laquelle j'ai voulu résumer les premiers principes de 
la méthode mathématique : principes dont les commençants 
devraient être pénétrés dès la première année d'ensei- 
gnement et que, cependant, l'on voit trop souvent méconnus 
par les élèves même de nos écoles supérieures. La forme 
dogmatique que j'ai dû adopter n'est pas, il faut l'avouer, 
celle qui convient le mieux dans l'espèce : un tel sujet doit 
s'enseigner par une sorte de dialogue dans lequel cha(|ue 
règle intervient au moment même où sa nécessité apparaît. 
J'ai cru, malgré tout, devoir tenter cette exposition, espérant 
trouver le lecteur indulgent à ce qu'elle présentera de 
forcément imparfait. Puisse cet essai, tel qu'il est, rendre 
quelques services et contribuer à faire pénétrer dans ren- 
seignement des idées sur l'importance desquelles] on ne 
doit point se lasser d'insister. 

Les autres notes placées également à la fin du volume , 
ont un caractère 'plus spécial. La note B traite du Postulatum 

• 

(1) Annales scientifiques de l'École normale supérieure ^ 2"* série, t. I, 1872. — 
L'exercice 401 (construction dos cercles tangents) m'a été communiqué par 
M. Gérard, professeur au lycée Ampère, 
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d'Euclide. Les idées des géomètres modernes sur cette 
question ont pris une forme assez claire et assez définitive 
pour qu'il soit possible et utile d'en donner un aperçu, 
môme dans un ouvrage élémentaire. 

La note C est relative au problème des cercles tangents. 
Ainsi que Ta signalé M. Kœnigs(i), la solution connue de 
Gergonne, même complétée par la synthèse que son auteur 
avait négligée, laisse subsister un desideratum. C'est cette 
lacune que je me suis proposé de combler. 

Enfin la note D est consacrée à la notion d'aire. La théorie 
ordinaire de l'aire présente, comme on sait, un grave défaut 
logique. Elle suppose a priori que cette grandeur est définie 
et jouit de certaines propriétés fondamentales. La théorie 
que j'expose dans la note en question, et dans laquelle on se 
passe de ce postulatum^ doit donc être préférée, surtout si 
l'on songe qu'elle s'applique à l'espace sans changement 
notable. 

Dans le texte même, divers raisonnements classiques ont 
pu être modifiés avantageusement, soit sous le rapport de 
la rigueur, soit sous le rapport de la simplicité : de ce 
nombre est, par exemple, dès les commencements du 
premier livre, la démonstration relative à la perpendiculaire 
élevée sur une droite par un de ses points; les considé- 
rations de continuité habituellement invoquées en cet 
endroit devaient en être écartées, du moment que l'on 
admet, d'autre part, sans démonstration la possibilité de 
diviser une droite ou un angle en deux parties égales. — La 
considération des sens de rotation des angles m'a permis de 
donner aux énoncés du second livre, ainsi qu'à plusieurs 
des suivants, toute leur netteté et toute leur généralité sans 
les rendre moins simples ni moins élémentaires. 

Les théories exposées dans les Compléments du troisième 
Livre sont celles qui, tout en n'étant pas comprises dans les 

(1) Leçons de V agrégation classique de Mathématiques^ p. 92; Paris, Hermann, 
1892. 
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éléments de géométrie tels que les a constitués Euclide, n'en 
ont pas moins pris place d'une façon définitive dans l'ensei- 
gnement. Je me suis borné aux éléments de ces théories et 
j'ai systématiquement écarté celles qui n'ont pas une réelle 
importance. La rédaction de l'ouvrage est d'ailleurs telle 
que les compléments, ainsi que quelques parties imprimées 
en petits caractères, puissent être passés dans une première 
lecture sans que le reste cesse d'être cohérent. 

M. Darboux, qui m'a fait l'honneur de me confier la 
rédaction de ce travail, m'a rendu la tâche singulièrement 
aisée par les précieux conseils qu'il n'a cessé de me donner 
pour sa composition. Je ne voudrais pas terminer cette 
préface sans lui offrir l'hommage de ma reconnaissance. 



Jacques HADAMARD. 
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INTRODUCTION 



1. On nomme volume une portion de l*espace limitée en tous sens. 

On nomme surface la partie commune à deux régions contiguës 
de l'espace. Une feuille de papier peut nous donner une idée appro- 
chée d*une surface. Elle limite, en effet, deux régions de Tespace, 
celles qui sont situées des deux côtés de la feuille. Mais elle n*cst 
pas rigoureusement une surface, car ces deux régions sont séparées 
par toute une région intermédiaire, l'épaisseur de la feuille de papier. 
On arriverait à la notion de surface en considérant une feuille de 
papier dont Tépaisseur diminuerait indéfiniment. 

On nomme ligne la partie commune à deux portions contiguës 
d*une surface. Cette définition est manifestement équivalente à 
celle-ci : Une ligne est r intersection de deux surfaces. 

Les lignes que nous traçons nous donnent une idée des lignes 
géométriques; idée approchée, car les premières, si minces qu'elles 
soient, ont toujours une largeur, au lietique les lignes géométriques 
n'en ont aucune. 

Enfin, on nomme point ce qui est commun à deux portions conti- 
guës d'une ligne, ou encore l'interseclion do. deux lignes qui se 
rencontrent. Un point n*a aucune dimension. 

Un ensemble quelconque de points, de lignes, de surfaces et de 
volumes a reçu le nom de figure. 

2. On admet qu'une figure quelconque peut être transportée 
d'une infinité de façons dans l'espace. 

On nomme figures égales deux figures que Von peut transporter 
l'une sur Vautre^ de manière à les faire coïncider exactement dans 
toutes leurs parties ; en un mol, deux figures (égales sont une seule et 
même figure^ en deux places différentes. 

GÉOMÉTRIE. 1 
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Une figure à laquelle on ne fait subir que des dcplacemenls, sans 
la déformer, est encore dite figure iti variable. 

3. La géométrie est Tétude des propriétés des figures et des 
relations qu'elles ont entre elles.. 

Les résultats de cette étude sont formulés dans des énoncés 
qu'on appelle propositions. 

Une proposition se compose de deux parties : la première, 
nommée hypothHCy indique l'ensemble des conditions dans lesquelles 
on se place ; Tautre, la conclusion^ exprime le fait qui, moyennant 
ces conditions, a nécessairement lieu. 

Ainsi, dans cette proposition : Drux quantités A, B égales à itnt* 
ti'oisiêmcC sont égales entre elles, Thypothèse est : les quantités A, B 
so7if toutes deux égales à C; la conclusion : ces deux quantités A, B 
sont égales entre elles. 

Parmi les propositions, il s'en trouve que Ton admet comme 
évidentes sans démonstration. On les appelle des axiomes. Telle 
est, par exemple, la proposition que nous venons de citer : « Deux 
quantités égales à une troisième sont égales entre elles. » Toutes 
les autres propositions se nomment théorèmes et doivent être 
démontrées par un raisonnement spécial. Pour faire ce raisonne- 
ment, on se place dans les conditions indiquées dans Thypothèse 
et, supposant ces conditions vérifiées^ on doit en déduire les faits 
énoncés dans la conclusion. 
D'après cela, on doit admettre qu'une circonstance a lieu : 

i* Si elle fait partie de l'hypothèse ; 

2° Si elle fait partie de la définition d'un des éléments dont on 
parle (') ; 

3** Si elle résulte d'un axiome ;• 

4° Si elle résulte d'une démonstration antérieure. 
Aucun fait ne doit être tenu pour certain, dans un raisonnement 
géométrique, s'il ne découle d'une des quatre causes précédentes. 

4. On nomme réciproque d'une proposition une deuxième propo- 
sition où la conclusion est formée, totalement ou partiellement, avec 
l'hypothèse de la première et inversement. 

(I) II arrive souvent que, dans le coura d'une domonstration, ou introduit dans la figure des 
éléments auxiliaires. Un fait peut alors êtro vrai en vertu de la dt^linilion de ces nouveaux 
éléments. On dit alors qu'il est vrai par conttructîon. 
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On nomme corollaire une conséquence immédiate d'un théorème. 
Un lemme est, au contraire, une proposition préparatoire destinée 
à faciliter la démonstration d'une suivante. 

5. La plus simple des lignes est la ligne droite, dont un fil tendu 
nous offre l'image. La notion de la ligne droite est claire par elle- 
même; pour la faire entrer dans nos raisonnements, nous considé- 
rerons la ligne droite comme définie par ses propriétés évidentes, ' 
en particulier par les deux suivantes : 

1** l^otite figure égale à une ligne droite est une ligne droite ; et inver- 
sement, toute ligne droite indéfinie peut être amenée à coïncider avec 
toute autre^ et cela, de manière quun point quelconque de la première 
vienne sur un point quelconque de la seconde; 

2® Par deux points on peut faire passer une ligne droite, et on n\*n 
j)eut faire passer quune. 

Ainsi on peut parler de la ligne droite qui pas$e par les points 
A et B ou, plus brièvement, de la ligne droite AB. 

De la définition résulte immédiatement que deux droites diffé- 
rentes ne peuvent se rencontrer quen un points puisque, si elles 
avaient deux points communs, elles ne seraient pas distinctes. 

On nomme ligne brisée une ligne composée de portions de lignes 
droites. Les autres lignes, qui ne sont ni droites ni brisées, sont 
dites courbes, 

6. La portion de ligne droite comprise entre deux points A et B 
s'appelle le segment de. droite AB, ou encore la distance AB. 

On peut considérer aussi une portion de droite indéfînie dans un 
sens et limitée, dans Fautre, par un point. C'est ce que Ton nomme 
une demi-droite. 

Deux demi-droites quelconques sont, d'après ce qui précède, deux 
figures égales. 

La distance AB est dite égale à la distance A'B', si on peut trans- 
porter le premier segment sur le second, de manière à ce que le 
point A vienne en A' et le point B en B'. 

Dans ces conditions, les deux segments coïncideront dans toute 
leur étendue, d'après les deux propositions qui servent de définition 
à la ligne droite. Par conséquent, la définition des segments égaux 
concorde bien avec la définition générale des figures égales, donnée 
plus haut. • 
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La coïncidence des segments égaux AB, A'B' peut être établie de 
deux façons difTérentes, à savoir : le point A venant en A' et le 
point B en B', ou inversement, ce qui revient à dire qu'on peut 
retourner le segment AB de manière à ce que chacun des 
points A, B vienne prendre la place de l'autre. Dans ce dernier 
déplacement, il y a un point du segment qui se retrouve à sa place 
primitive : c'est le milieu de AB. 

7. Quand doux segments AB, BG sont sur la même droite, en pro- 
longement Tun de l'autre (fig, 1), le segment AG est dit la somme des 
deux premiers. La somme de deux, et par suite de plusieurs 
segments est indépendante de Tordre des parties (*). 

Pour comparer deux segments, on les transporte sur la même 
droite, de façon qu'ils partent du même point et soient dirigés dans 
le même sens, par exemple en AB et AG [fig, 1 et 2). Si alors les 



ABC A C B 

Fig. 1. Fio. 2. 

points se suivent dans Tordre A, B,G (fig. 1), le segment AG est égal 
à la somme de AB et d'un autre segment BG ; dans ce cas, il est dit 
plus grand que AB, et celui-ci plus petit que BG; si au contraire 
Tordre est A,G, B {fig, 2), c'est le segment AB qui est plus grand 
que AG. Dans les deux cas, le troisième segment BG qui, ajouté à 
l'un des deux premiers, reproduit l'autre, se nomme la différence 
des deux premiers. Enfin les points B et G peuvent coïncider. Dans 
ce cas, nous savons que les segments donnés sont égaux. 

8. On nomme plan une surface indéfinie telle que toute droite 
joignant deux points de cette surface y soit contenue tout entière. 

On admet que par trois points quelconques de V espace il passe un 
plan. Une ligne droite indéfinie tracée sur un plan sépare sur cette 
surface deux régions situées chacune d'un côté de la droite et que 
Ton nomme des demi-plans. On ne peut passer par un chemin 
continu de Tune de ces régions à l'autre sans traverser la droite. 

Nous nous occuperons tout d'abord des figures tracées sur un 
plan et dont Tétude constitue la géométrie plane. 

(1) Pour deux segments, cela résulte immédiatement de la remarque précédente (6). 
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CHAPITRE PREMIER 

DES ANGLES 

9. On nomme angle la figure formée par deux demi-droites issues du 
même point. Ce point est dit le sommet de Tangle et les deux demi- 
droites en sont les côtés. 

On désigne un angle par la lettre de son 
sommet, placée entre deux autres lettres 
qui désignent ses côtés, et surmontée sou- 
vent d'^un signe spécial. Si cependant la 
figure ne renferme qu*un seul angle ayant 
le sommet considéré, la lettre de ce sommet 
suffira pour désigner l'angle. Ainsi Tangle 

des deux demi-droites AB, AC {fig, 3) sera désigné par BAC ou, plus 

simplement, par A. 

10. Deux angles sont dits égauxy conformément à la définition des 
figures égales (2j, si, en les transportant Tun sur Tautre, on arrive à 
les faire coïncider. 

Deux angles égaux BAC, B'A'C' peuvent être placés Tun sur Tautre 
de deux façons différentes, savoir : ou bien le côté A'B' venant sur 
AB et A'C sur AC, ou l'inverse. On passe de Tune à l'autre en retour- 
nant Tun des deux angles sur lui-même, par exemple en déplaçant 
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Tangle BAC de manière à ce que AB vienne dans la position occupée 
primitivement par AC, et réciproquement. Dans ce retournement, il 
y a une demi-droite intérieure à Tangle qui ne change pas, c'est 
celle qui divise l'angle en deux parties égales et qu'on appelle la 

bissectrice de l'angle BAC. 

H. On dit que deux angles' sont adjacents lorsqu'ils ont même 
sommet, un côté commun, etsont situés de part etd'autrc de ce côté 
commun. 

Lorsque deux angles AOB, BOC sont adjacents (fig. 4), l'angle AOC 

est dit la somme des deux premiers. 

La somme de plusieurs angles est indé- 
pendante de l'ordre des parties. 

Pour comparer deux angles, on les trans- 
porte de manière à ce qu'ils aient même 
sommet, un côté commun, et qu'ils soient du 
même côté par rapport au côté commun. 

Soient AOB, AOC les deux angles ainsi placés. 
Si, en tournant autour du point 0, on rencontre les côtés dans 

l'ordre OA,OB, OC {fij. 4), l'angle AOC est égal à la somme de 

AOB et d'un autre angle BOC; dans ce cas, 

il est dit plus grand que AOB et celui-ci plus 

petit que AOC; si, au contraire {fig. 5), 

l'ordre est OA, OC, OB, c'est l'angle AOB qui 

est plus grand que AOC. L'angle BOC qui, 
ajouté à Tun des deux angles donnés, reproduit l'autre, est la 
différence des deux premiers. 

Enfin, dans le cas intermédiaire oii OB coïncide avec OC, les deux 
angles sont égaux. 

Un angle est dit double^ triple, etc., d'un autre s'il est la somme 
de deux, trois, etc., angles égaux à cet autre. Celui-ci sera dit alors 
la moitié, le tiers, etc., du premier. 

Remarque. — On voit que la grandeur d'un angle ne dépend pas 
de la grandeur de ses côtés, qu'il faut toujours supposer prolongés 
indéfiniment. 




Fig. 5. 



12. Nous avons dit qu'un angle était formé par deux demi-droites 
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telles que OA, OB (/?f/. 6). Si Ton prolonge OA au delà du point 
suivant OA', et de même OB suivant OB', on forme un nouvel 

angle A'OB'. 

On nomme angles opposés par le sommet deux 

angles AOB, A'O'B', tels que les côtés de l'un soient 
les prolongements des côtés de Vautre, 

Théorème. — Deux angles opposés par le sommet 
sont égaux. 
Retournons en effet sur lui-même (10) l'angle 

BOA' {fig. 6). Le côté OB viendra prendre la place ^^^ ^ 

de OA', et d autre part, le côté OA' venant occuper 

l'ancienne position de OB, la demi-droite OA, prolongement de OA', 

viendra en OB', prolongement de OB. L'angle AOB vient donc 

prendre la place de AOB*, d'où résulte ® 

que ces deux angles sont égaux. 

13. On dit qu'une droite est perpejidi- 

culaire sur une autre lorsqu'elle forme jp iô 

avec elle deux angles adjacents égaux 

entre eux. Par exemple, la droite AOA' 

(fig. 7) est perpendiculaire sur BOB' si les 

angles numérotés l et 2 sur la figure sont y^^ , 

égaux. Dans ce cas, les quatre angles en 

/\ /'s 

sont égaux entre eux, car les angles 3 et 4 sont respectivement 

égaux à 1 et 2 comme opposés par le sommet. En particulier, la 
deuxième droite BOB' est également perpendiculaire sur la première^ 

puisque les angles 2 et 3 sont égaux. Un angle dont les côtés sont 
perpendiculaires entre eux est dit droit. 

Théorème. — Dans un plan, par un point pris sur une droite, on 
peut mener à cette droite une perpendiculaire, et Von n'en peut mener 
quunc. 

1** On peut mener une perpendiculaire {fig. 8). Soient AB la droite 
donnée, le point donné sur cette droite. Par ce point, dans Tun des 
deux demi-plans déterminés par AB, menons une demi-droite quel- 
conque OC. Si les angles AOC, BOC sont égaux, notre conclusion est 
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établie. Sinon, supposons, pour fixer les idées, que l'angle AOC est 

le plus petil des deux. Transportons 
cet angle de manière à ce que OA 
vienne en OB; OC viendra dans une 

position OD telle que DOB = COA. 
Si nous menons la bissectrice OH de 

Tangle COD, cette droite répondra à 

la question, car les angles AOH, BOIl 
sont égaux comme sommes d'angles égaux. 
2° On nen peut mener qu'une. Je dis qu'une droite 0H\ diffé- 
rente de OH, ne peut être perpendicu- 
laire à AB [fig, 9). En effet, une pareille 
droite tombera nécessairement dans un des 

angles AOH, HOB. Si, par exemple, elle est 

dans Tangle HOB, l'angle H'OA sera plus 

grand que HOÂ, et l'angle HOB plus petit 

que HOB. Les angles ÎIOA et ÎÎOB étant 

égaux, Tangle H'OA sera nécessairement plus grand que H'OB. 

Corollaire. — Tous les angles droits sont égaux [fig 10). 

Soient en effet BOA, B'O'A' deux angles droits, de sorte que OH 

est perpendiculaire sur OA, 
B O'B' sur OA. Transpor- 

tons A'O'B' sur AOB, de 
manière que 0' vienne en 
et A' sur OA. O'B', qui 

0^ Â- est perpendiculaire sur 0' A', 

p,o ,0. devra prendre une position 

perpendiculaire sur OA, 
c'est-à-dire (Ihéor. précédent) coïncider avec OB. 

C.Q.F.D. 

On nomme angle aigu un angle plus petit que l'angle droit; angle 
obtus^ un angle plus grand que l'angle droit. 

Deux angles sont dits complémentaires s\ leur somme est égale à 
un angle droit, supplémentaires si leur somme est égale à deux droits. 

Le supplément d'un angle étant ce qui manque à cet angle pour 
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faire deux droits, un angle n'a qu'un seul supplément. De même, un 
angle n'a qu'un seul complément. 

14. Théorème. — Deux angles adjacents qui ont leurs côtés exté- 
rieurs en ligne droite sont supplémentaires. 

Soient les angles AOC,COB {fig. Il), AO 
et OB étant en prolongement : je dis que 
AOC -}- COB = 2 droits. Menons la perpen- 
diculaire OH à OB. L'angle AOC étant égal 
à AOH + HOC, la somme AOC + COB peut 
s'écrire AOH + HOC + COB, ou (puisque 
HOC + COB = HOB) AOH + HOB. Elle est donc bien égale à 2 droits. 

15. Réciproque. — Si deux angles adjacents sont supplémentaires, 
leurs côtés extérieurs sont en ligne droite. 

Soient les angles AOC et COB [fig, 12), qui 
sont supplémentaires. 

Si OB n'était pas le prolongement de OA, 
soit OB' ce prolongement. L'angle COB' est 
le supplémentaire de AOC ; il est donc égal 
à COB ; et, comme il est du même côté de OC, ceci exige (H) que 
OB' coïncide avec OB. 

Remarque. — On voit que, pour démontrer cette réciproque, 
nous avons utilisé le théorème primitif. C'est là un mode de raison- 
nement très généralement employé pour la démonstration des 
réciproques. 

16. Théorème. — Si par un point d'une 
droite on mène, d'un même côté de cette 
droite, plusieurs demi-droites, la ^somme des 
angles successifs ainsi formés est égale à deux 
droits, 

La somme des quatre angles AOC, COD, DOE, EOB [fig. 13) est 
bien égale à deux droits, car la somme des trois premiers donne 
l'angle AOE, qui est supplémentaire de EOB. 

Théorème. — Si par un point on mène plusieurs demi-droites, la 
somme des angles successifs ainsi formés tout autour du point est 
égale à quatre droits. 
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Ainsi, la somme AOB + BOC + COD + DOA [fig, 14; est égale 

à 4 droits. 

En effet, prolongeons AO suivant OA'. On 
a (théorème précédent) : 




A\ 


/ 


/" 


n' ) 


\ 


n 


8/ 


\ 


V 



AOB + BOA' = 2 droits 
A'OC + COD + DOA = 2 droits. 

D'où, en ajoutant membre à membre, 

AOB + BOA' + A'OC + COD + DOA = 4 droits, 
c'est-à-dire l'égalité annoncée, puisque BOA' + A'OC = BOC. 

17. Théorème. — Les bissectrices des quatre angles formés par deux 
droites concourantes forment deux droites indéfinies^ perpendiculaires 

m entre elles. 

Soient AA', BB' (fig. 15) deux droites qui 
se coupent en et forment les angles AOB, 
BOA', A'OB', BOA, dont les bissectrices sont 
Om,0«, Om',0»'; je dis: 

1® Que Oïh,0?m' sont en prolongement, ainsi 
que On^On' , 

2° Que les deux droites ainsi formées sont 
perpendiculaires. 
En premier lieu Om est perpendiculaire sur 
On, Car, les deux angles AOB et BOA' ayant pour somme deux 
droits, leurs moitiés mOB et B0« ont pour somme un droit. 

Mais, en appliquant le même raisonnement aux angles BOA' et 
A'OB', on verrait que Om' est perpendiculaire sur On, Donc Om' est 
le prolongement de Om; et Ton démontrerait pareillement que On' est 
le prolongement de On, 

18. Théorème. — Par un point pris hors d'une droite, on peut mener 
une perpendiculaire à cette droite, et on nen peut mener quune, 

1° On peut mener une perpendiculaire, — Soient le point et la 
droite x\i[fig, 16). Autour de xij comme charnière, faisons tourner le 
demi-plan qui contient le point pour le rabattre sur l'autre demi- 
plan. Le point vient on 0'. Joignons 00'. 

Cette droite coupe xy, puisqu'elle réunit deux points situés de 
part et d'autre de x]i. Si I est le point d'intersection, les angles O'Ia: 
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el Olr sont égaux, car O'ix est la position que vient prendre OIx 
quand on rabat Tun des demi-plans sur Taulre par une rotation 
autour de xy. Donc les deux droites xy 
et 00' sont perpendiculaires. 

2<» On nen peut mener quune. Soit en 
effet OM une perpendiculaire à xy me- 
née par : prolongeons cette droite k 
d'une longueur MO" égale à elle-même. 
Si nous rabattons de nouveau Tun des 
demi-plans sur Tautre, la droite MO vient 
surMO", puisque les angles OMo? et 0"Mx ^^^ ^^ 

sont égaux comme droits; et, comme 

MO" = MO, le point vient en 0". Donc le point 0" coïncide 
avec 0' et la droite 00" avec 00'. 

C. Q. F, D. 

19. On nomme symétrique d'un point par rapport à une droite xy, 
l'extrémité de la perpendiculaire menée du point à la droite et 
prolongée d'une longueur égale à elle-même. Il résulte des considé- 
rations précédentes que ce symétrique n'est autre que la nouvelle 
position occupée par le point après la rotation autour de xy. 

Ëtant donnée une figure quelconque, on peut prendre le symé- 
trique de chacun de ses points. L*ensemble des symétriques ainsi 
construits constitue une nouvelle figure qui est dite la symétrique 
de la première. On voit que pour prendre la figure symétrique 
d'une figure donnée par rapport à une droite xy^ on peut faire 
tourner le plan qui porte la figure autour de xy, de manière à ce 
que chacun des demi-plans déterminés par celte droite vienne 
prendre la place de l'autre, et marquer la nouvelle position que 
vient prendre la figure primitive. Il en résulte : 

Théorème. — Deux figures planes symétriques sont égales. 

Corollaire. — La figure symétrique (ïune droite est une droite. 

Lorsqu'une figure coïncide avec sa symétrique par rapport à xy, 
on dit qu'elle est symétrique par rapport à cette droite, ou encore 
qu'elle admet celte droite comme axe de symétrie. 

20. Pour faire coïncider une figure F avec sa symétrique F', nous 
avons dû employer un mouvement qui a fait sortir la figure de son 
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plan. Il faut observçr que la coïncidence ne peut être établie sans 
un tel mouvement ; cela tient à ce que les sens de rotation sont 
inverses dans les deux figures. Nous allons expliquer ce qu'il faut 
entendre par cotte locution. 

Nous remarquerons d'abord que le plan de la figure divise 
l'espace en deux régions. Pour abréger, nous appellerons l'une de 
ces régions celle qui est située au-dessus du plan ; l'autre, celle qui 
est située au-dessous. 

Soit maintenant, dans la ligure F, un angle BAC que Ton peut 
considérer comme décrit par une demi-droite mobile à l'intérieur 

de l'angle de la position AB à la position AC 

[fig, 17). Vu d'en dessus^ cet angle BAC sera dit 
avoir comme sens de rotation le sens rétrograda 
B ou le sens direct^ suivant que la demi-droite 
FiQ. 17. paraît tourner dans le sens des aiguilles d'une 

montre ou en sens inverse (*). Plaçons-nous, pour 
fixer les idées, dans ce dernier cas. Alors un observateur couché 
le long de AB, les pieds en A, la tète dans la direction de B et 
regardant le dessous du plan, verra le côté AC à sa gauche; et, par 
suite, si, restant allongé sur AB, il regarde le côté AC, il verra le 
dessous du plan à sa droite. 

11 est clair que pour le sens de rotation d'un angle vu d'en dessous, 
on pourrait répéter tout ce qui précède, en y remplaçant le mot 
dessus par le mot dessous, et inversement. 

Comme un observateur allongé suivant AB et regardant AC aura 
nécessairement le dessus du plan à sa gauche s'il a le dessous 
à sa droite, et inversement , nous voyons que le sens de rotation 
change suivant quon l'envisage d'un côté ou de Vautre duplan{^}. 

Supposons maintenant que Tangle se déplace d'une façon quel- 
conque dans son plan sans le quitter à aucun moment. L'obser- 
vateur entraîné dans ce mouvement ne changera pas de situation 
par rapport au-dessus ou au-dessous du plan, de sorte que le sens 
de rotation reste inaltéré par tout déplacement qui ne fait pas sortir 
la figure de son plan, 

(I) On remarquera que, pour définir le sons de rotation, il faut tenir compte de Tordre des 

côt(58. Ainsi l'angle BAC ost de sens contraire à l'angle CBA. 
(i) C'est ainsi que l'écriture, \'ue par transparence k travers la feuille, semble renversée. 
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Pour démontrer qu'un tel mouvement ne peut amener une 
iigure F sur sa symétrique F', il suffit donc de faire voir que les 
sens de rotation sont inverses dans les deux figures. Or nous avons 
vu qu'on passe de F à F' en retournant le plan sur lui-même par une 
rotation autour de xy (19). Dans ce retournemeni, les points situés 
au-dessus du plan passent en dessous, et réciproquement. Le sens 
de rotation d'un angle de F, vu d'en dessous, est donc le même que 
le sens de rotation de son symétrique, vu d'en dessus ; de sorte que, 
vus du même côté, les sens de rotation sont inverses. 

c. Q. F. D. 



1. M étant le milieu d'un se^çment de droite AD, la dislance CM est égale à la 
demi-difTérence de CA et de CB si C est un point intérieur au segment, et à la demi- 
soïnme de CA et de CB si C est pris sur Tun des prolongements de AB. 

2. OM étaiit la bissectrice d*un angle AOB, l'angle COM est égal à la demi- 
différence de COA et de COB si la demi-droite OC est à Tintérieur de l'angle AOB; et 
au supplément de cette demi-différence si la demi-droite OC est dans l'angle A'OB^, 

opposé par le sommet à AOB. 11 est égala la demi-somme de COA et de COB^si cette 
demi-droite est dans un des deux autres angles formés par les droites AOA', BOB'. 

.3. Si du point sont issues quatre demi-droites OA, OB, OC, OD (se suivant 

dans l'ordre où elles viennent d'être nommées), telles que AOlf = COD et que 

BOC = L)OA, démontrer que OA et OC sont en prolongement, ainsi que OB et 01). 

1. Si les quatre demi-droites consécutives OA, OB, OC, OD sont telles que les 

bissectrices des angles AOB, COD sont en ligne droite, ainsi que les bissectrices 

des angles BOC, AOD, ces quatre demi-droites sont en prolongement deux à deux. 
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21. On nomme polygone une portion de plan limitée par des 
portions de lignes droites [fig. 18) Ces dernières ont les côtés du 
polygone. Leurs extrémités en sont les sommets. 

Toutefois nous ne donnerons, en général, le nom de polygone 
qu'à des portions de plan limitées par un contour unique pouvant 
être décrit d'un seul trait continu. Ainsi la portion de plan qui est 
ombrée dans la figure 19 ne sera pas pour nous un polygone. 

Un polygone est dit convexe {fig, 18) si, en prolongeant chaque 






Fio. 18. 



Fig. IS bis. 



Fig. 19. 



côté indéfiniment, aucune des droites ainsi obtenues ne traverse le 
polygone. Dans le cas contraire (fig, 18 bis) il est dil concave. 

On classe les polygones d'après le nombre des cotés. Ainsi, les 
plus simples des polygones sont : le polygone de 3 côtés ou 
triangle, le polygone de 4 cotés ou quadrilatère^ le polygone 
de S côtés ou pentagone, le polygone de 6 côtés ou hexagone, 
Mous aurons encore à considérer les polygones de 8, 10, 12, 15 côtés, 
nommés respectivement octogone, df'cagone, dodécagone, pentédé- 
cagone. 
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On nomme diagonale d'un polygone toute droite joignant deux 
sommets non consécutifs. 

22. Parmi les triangles, on distingue en particulier: 

Le triangle isoxcèle. On appelle ainsi un triangle qui a deux cotés 
égaux. Le sommet commun à ces deux côtés égaux est nommé plus 
spécialement le sommet du triangle et le côté opposé est dit la base; 

Le triangle équHatéral^ ou triangle qui a ses trois côtés égaux ; 

Le triangle rectangley ou triangle qui a un angle droit. Le côté 
opposé à Tangle droit se nomme hypoténuse. 

On nomme hauteur d'un triangle la perpendiculaire abaissée d'un 
sommet sur le côté opposé; médiane, la droite qui joint un sommet 
au milieu du côté opposé. 

23. Théorème. — Dans tout triangle isoscèle, 
les angles opposés aux côtés égaux sont égaux. 

Soit le triangle isoscèle ABC {fig. 20). Retour- 
nons Tangle BAC sur lui-même (10) de manière 
que AB prenne la direction AC et réciproque- 
ment. P,^ 2^ 

Puisque AB et BC sont égaux, le point B viendra 




/-^^ 



prendre la place du point C et inversement. L'angle ABC sera donc 

venu en ACB, de sorte que ces deux angles sont égaux. 

c. Q. F. D. 

Réciproque. — Si dans un triangle deux angles sont égaux, le 
triangle est isoscèle. 

Soit le triangle ABC, dans lequel on a B = C. Déplaçons ce triangle 
de manière que le côté BC se trouve retourné sur Iui-»môme (6), le 

point B venant en C et inversement. Puisque l'angle ABC est égal à 

ACB, le côté BA viendra prendre la direction CA, et inversement. 
Le point A, intersection de BA et de CA, gardera donc sa position 
primitive, et le côté AB prendra bien la place de AC. 

c. Q. F. D. 

Corollaire. — Un triangle équilatéral est équiangle [c'est-à-dire 
a tous ses angles égaux), et réciproquement. 

Théorème. — Dans tout triangle isoscèle, la bissectrice de l'angle 
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Remabque I. — On voit que, pour établir que le point Aj coïncide 
avec le point A, nous avons cherché ce qui arriverait si ces deu\ 
points étaient distincts; et arrivant, dans ce cas, à une conséquence 
manifestement fausse, nous en avons conclu qu'il ne pouvait se 
présenter. Ce mode de raisonnement, dit démonstration par l'absurde^ 
est souvent utile. 

Remarque II. — Dans un triangle, il y a six éléments principaux à 
considérer, savoir : les trois angles et les trois côtés. On voit qu'il 
suffit d'avoir constaté, dans deux triangles, Tégalité de trois de ces 
éléments (convenablement choisis) pour pouvoir affirmer l'égalité des 
deux triangles et, en particulier, l'égalité des trois éléments restants. 

Remarque III. — Deux triangles (ou en général deux polygones) 
égaux peuvent différer par les sens de rotation (20). Dans ce cas, ils ne 
peuvent être superposés que par un mouvement extérieur au plan. 
Au contraire, si les sens de rotation sont les mêmes, les deux poly- 
gones peuvent être amenés à coïncider par un simple glissement 
dans le plan, ainsi que nous aurons l'occasion de le constater. 

25. On nomme angle extrrieur d'un polygone convexe, l'angle 
formé par un côté et le prolongement du suivant. 

Théorème. — Tout angle extérieur d'un triangle est plus grand 
que chacun des angles intérieurs non adjacents. 

Soit le triangle ABC dans lequel je construis l'angle extérieur B AC 

(fifh 24). 

Je dis que cet angle est plus 
grand que l'angle intérieur C, 
par exemple. Pour le démon- 
-"jr-^c trer, je mène la médiane BD, 
que je prolonge d'une longueur 
DE égale à elle-même. Le point 

E étant dans l'angle B'AC, ce- 
lui-ci sera supérieur à l'angle 

EAC. Or, ce dernier n'est autre 
que l'angle C; car les deux triangles DAE, DBC sont égaux comme 
ayant un angle égal compris entre cotés égaux chacun à chacun, 
savoir : les angles en D égaux comme opposés par le sommet; 
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AD = DC et BD == DE par coûstruclion. Donc Tangle extérieur B'AC 

est plus grand que l'angle intérieur C. 

c. Q. F. D. 

L'angle extérieur B'AC est le supplément de langle intérieur A. 
L'angle C étant plus petit que le supplément de A, la somme C -f- A est 
moindre que deux droits. Notre théorème peut donc s'énoncer : La 
somme de deux angles d'un triangle est moindre que deux droits. En 
particulier, un triangle ne peut avoir plus d^un angle droit ou obtus. 

Théorème. — Dans tout triangle^ à un plus grand côté est opposé 
un plus grand angle. 

Soit, dans le triangle ABC, AB> AC. Je vais 
démontrer que Ton a C]>B. A cet effets je 
prends sur AB la longueur AD = AC {fig. 25). 
D'après l'hypothèse, la droite DC est à Tintérieur 

de Tangle C primitif et, par suite, Tangle ACI) 
est plus petit que cet angle C. Mais dans le 

triangle isoscèle ACD, l'angle ACD est égal à Tangle ÀDC, lequel est 
supérieur à l'angle B d'après le théorème précédent appliqué au 
triangle DCB. Le théorème est donc démontré. 

Réciproquement, à un plus grand angle correspond {^) un plus 
grand côté. 

Cet énoncé est manifestement équivalent au précédent. 

26. Théorème. — Dans tout triangle^ un côté quelconque est plus 
petit que la somme des deux autres. 

n 

Dans le triangle ABC, prolongeons 
AB dune longueur AD=: AC 'fig. 26). 
Il s'agit de démontrer que BC < BD (^). 

Or, en joignant CD, on voit que 

l'angle D, égal à l'angle ACD (23), est 
par conséquent plus petit que l'angle 

BCD. 



,'' V. 







Fig. 26. 



L'inégalité annoncée résulte donc du théorème précédent, appliqué 
au triangle BCD. 

(1) Lo côte eorrespondaut à un angle d'un triangle est le côté oppose. 

(2) Le tbéorèmo ost évident si DC n'est pas lo plus grand côté du trianglo. ' . * - 
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Corollaires. — I. Dans tout triangle^ un côté quelconque est plus 
fjrand que la différence des deux autres. 

Car l'inégalité BC < AB -f AC donne, en relranchant AC aux deux 
membres : 

BC — AC<AB 

II. Quels que soient les trois points A^B^C^ chacune des distances 
BC^ CAy AB est au plus égale à la somme des deux autres et au moins 
égale à leur différence, Tégalité pouvant avoir lieu si les trois points 
sont en ligne droite. 

Théorème. — La ligne droite est plus courte que toute ligne brisée 
terminée aux mêmes extrémités. 

Si la ligne brisée n'a que deux côtés, ce théorème revient au 
précédent. 

Soit maintenant une ligne brisée de trois cotés \BCD [fig, 27). 

Joignons BD. On aura 

AD < AB +BD 

et, comme 

BD < BC + CD, 
^'''' -^ AD < AB + BD < AB + BC + CD 

Le théorème est ainsi démontré pour une ligne brisée de trois cotés; 
comme le même raisonnement servirait à passer successivement 
à des lignes brisées de 4, de 5 côtés, etc., le théorème est vrai, 
(|uelque grand que soit le nombre des côtés. 

27. On nomme périmètre d'un polygone ou d'une ligne brisée 
quelconque, la somme de ses côtés. 

Théorème. — Le périmètre d'une ligne brisée convexe est moindre 

que celui de toute ligne brisée enve- 

r^^--^^^ y^ lopvante tenninée aux mêmes extré- 

/ '^^""îC^^^ \r mités. 

/ / I Soient la ligne convexe ACDB et 

/ y \" "A ^^ ^*^"^ enveloppante AC'D'E'F B 

1/ \/ (/?</. 28). Prolongeons les côtés AC, 

A B CD dans le même sens ACDB, 

c'est-à-dire le côté AC au delà 
du point C, le côté CD au delà du point D. Ces prolonge- 
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mcnts coupent la ligne enveloppante en G et H respectivement. 
Le chemin ACDB est plus court que ACHB; car ils ont une partie 
commune ACD, et la partie restante BD du premier est plus courte 
que la partie restante DHB du deuxième. A son tour, le chemin ACHB 
est inférieure AGD'Êi'F'B; car, en enlevant les parties communes 
AC,HB,ilrestela droite CH,plus petite quélaligne brisée CGD'ET'H. 
Enfin de môme, AGD^ETB est moindre que ACD'E'FB, puisque AG 
est moindre que AC'G. On a donc bien 

ACDB<ACHB < ACGD'E'FB<AC'GD'E FB 

C. Q. F. D. 

Corollaire. — Le jyêrimètre (Tun polygone convexe est moindre que 
le périmètre d'une ligne polygonale fermée qui Venveloppe de toutes 
parts. 

Soient {fig. 29) le polygone con- 
vexe ABCDE et la ligne polygonale 
A'B'C'D'ET'G'A' qui l'enveloppe de 
toutes parts. Prolongeons le côté AB, 
dans les deux sens, jusqu'à ren- 
contre en M, N avec la ligne enve- 
loppante : nous voyons que la ligne 
AEDCB est moindre que AMB'A'G'NB 
(théorème précédent), de sorte que 
le polygone AEDCBA a un périmètre moindre que le polygone 
NMB'A'G'N. Or celui-ci, à son tour, est moins long que la ligne 
enveloppante donnée, car la partie MB'A'G'N est commune et 
MN<MCDT/FN. 

28. Théorème. — Si deux triangles ont un angle inégal compris 
entre côtés égaux chacun à chacun y les troisièmes côtés sont inégaux 
et au plus grand 
angle est opposé 
le plus grand 
côté. 

Soient les 
triangles ABC , 
A'B'C dans les- p»«- 3o. 

quels AB = A'B', \C = yC, A> A' {fig. 30). Je veux démontrer 
que BC est plus grand que B C. 




Fia. 29. 





22 GÉOMÉTRIE. 

Transportons le triangle A'B'C sur le triangle ABC de manière à 
faire coïncider les deux côtés égaux A'B' et AB. L'angle A' étant plus 
petit que A, le côté A'C prend une position AD intérieure à 
l'angle BAC. Menons la bissectrice AE de Tangle DAC : cette droite, 
également intérieure à Tangle BAC et laissant, par suite, les points B 
et C de côtés différents, doit donc couper le côté BC en un certain 
point E situé entre B etC. Si nous joignons DE, nous voyons que les 
deux triangles ACE et ADE, égaux comme ayant un angle égal (les 
angles en A) compris entre deux côtés égaux chacun à chacun 
(AE commun ; AC = A'C = AD), donnent DE = EC. Dès lors l'iné- 
galité BD < BE -f ED, fournie par le triangle BDE, nous donne bien 

BD < BE + EC 
ou 

BD<BC 

c. Q. F. I). 

Réciproquement. — «Si, dans deux triaurjlcs^ deux côtés sont égaux 
et le troisième inégal, les angles opposés aux côtés égaux sont inégaux t 
et au plus grand côté est opposé le plus grand angle. 

Cet énoncé est équivalent au précédent. 

EXERCICES 

5. Démontrer qu'un triangle est isoscèle : 
1* Si la bissectrice est en même temps hauteur; 
2" Si la médiane est en même temps hauteur; 
3* Si la bissectrice est en môme temps médiane. 

0. Sur le cOté Qx d'un angle, on porte Jeux longueurs OA, OB et, sur le c6lé ().r\ 
deux longueurs OA', OB' respectivement égales aux premières; on joint en croix 
AB', BA \ Démontrer que le point 1, où se coupent ces deux droites, appartient à la 
bissectrice de l'angle donné. 

7. Si (fc^ux côtés d'un triangle sont inégaux, la médiane qu'ils comprennent fait 
avec le plus petit des deux un angle plus grand qu'avec l'autre. 

S. Si l'on joint un point pris à l'intérieur d'un triangle aux trois sommets, la 
somme des lignes de jonction est plus grande que le demi-périmètre du triangle et 
plus petite que le périmètre entier. 

8 bia. Si l'on joint un point pris dans le plan d'un polygone aux différents 
somniets, la somme des lignes de jonction est plus grande que le demi-périmètre 
du polygone. 
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9. La somme des diagonales d'un quadrilatère est comprise entre le demi- 
périmètre et le périmètre entier. 

10. Le point d'iiitcrseclioii des diagonales dun quadrilatère est le point du plan 
dont les distances aux quatre sommets ont la plus petite somme possible. 

11. La médiane d'un triangle est plus petite que la demi-somme des côtés qui la 
comprennent et plus grande que la différence entre cette demi-somme et la moitié 
du troisième côté. 

1-2. La somme des médianes d'un triangle est plus grande que le demi-périmètre 
et plus petite que le périmètre entier. 

13. Trouver, sur une droitti donnée, un point tel que la somme de ses distances à 
deux points donnés soit la plus petite possible. — Distinguer deux cas, suivant que 
les deux points sont ou non de part et d'autre de la droite. 

On ramènera le second cas au premier (symétrie d'une partie de la figure par 
i-apport à la droite donnée). 

14. (Problème du billard.} Étant donnés une droite xy et deux points A, B du 

môme côté de cette droite, trouver sur cette droite un point M tel que l'angle AMx 

soit égal A l'angle BM//. 
On trouve le môme point que dans l'exercice précédent. 

15. Trouver, sur une droite donnée, un point tel que la différence de ses 
distances à deux points donnés soit la plus grande possible. 

On distinguera deux cas, suivant que lei deux points sont ou non du môme côté 
de la droite. 
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CHAPITRE 111 



PERPENDICULAIRES ET OBLIQUES 



29. Théorème. — Si^ d'un point pris hors d'une droite^ on mène à 
cette droite la perpendiculaire et diverses obliques : 

1° La perpendiculaire est plus courte que toute oblique; 

2** Deux obliques dont les pieds s'écartent également du pied de la 
perpendiculaire sont égales ; 

3** De deux obliques^ la plus longue est celle dont le pied s'écarte Ir 
plus du pied de la perpendiculaire . 

|o Soient la perpendiculaire OH et l'oblique OA menées du 

point à la droite xg ifîg, 31). Pro- 
longeons OH d'un longueur HO' 
égale à elle-même ; le point 0' est 
le symétrique de par rapport à 
.Tî/, de sorte que la droite O'A est 
égale à 0\ comme étant sa symé- 
trique. Si alors nous considérons le 
triangle OO'A, dans lequel on a 

00'<OA + 0'A, 

nous voyons qu'on peut remplacer 00' par 20H et OA + O'A 
par 20A. H vient donc 

20H < 20A, ou OH < OA. 

2*^ Soient les deux obliques OA et OB telles que HA = HB. Ces 
deux obliques seront égales comme symétriques par rapport 
à OH. 

3° Soient l'oblique OA et Toblique OC telles que HC> HA [fig. 31;. 
Supposons d'abord que les deux points A et C soient du même coté 
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de H : alors le point A est à rinlérieur du triangle OO'C. On a 
donc ;27) 

OA + O'A < OC + O'C. 

Mais, ainsi qu'on l'a vu plus haut, OA est égal à O'A et OC à OC. 
On a donc, en divisant par 2, comme précédemment, 

OA < OC. 

Si Ton avait considéré une oblique OB moins écartée que OC, 
mais de côté différent du point H, il suffirait de reporter dans le 
sens HC une longueur HA = HB : l'oblique OA serait égale à OB 2** 
et plus petite que OC, d'après ce que nous venons de voir. 

30. Réciproquement. — Si deux obliquos sont égales^ leurs pieds 
sont également écartés du pied de la perpendiculaire^ sans quoi elles 
seraient inégales ; et, si deux obliques sont inégales^ celle qui est la 
plus longue est plus écartée que t autre. 

31. On appelle distance d'un point à une droite la longueur de la 
perpendiculaire abaissée du point sur la droite. Le théorème précé- 
dent montre qu'en effet cette perpendiculaire est le chemin le plus 
court pour aller du point à la droite. 

32. Théorème. — 1° 'fitut point situé sur la perpendiculaire au 
milieu d'une droite est également distant des deux extrémités de cette 
droite; 2^ tout point non situé sur celte perpendiculaire est inégale- 
ment distant des deux extrémités de la droite, 

1** Soit M un point situé sur la perpendiculaire au milieu de la 
droite AB [fig, 3*2). Les droites MA, MB sont égales comme obliques 
également écartées du pied.de la perpendi- 
culaire MO ; 

2** Soit M' un point non situé sur la per- 
pendiculaire au milieu de AB : situé, par 
exemple, du côté de cette perpendiculaire 
où se trouve le point B. Il en sera de même 
du point 0', pied de la perpendiculaire abais- 
sée du point M' sur AB (sans quoi celte per- 
pendiculaire rencontrerait la précédente et, du point de rencontre, 
on pourrait abaisser deux perpendiculaires sur AB). 
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On aura donc O'A > O'B, et il en résultera (29j 

M'A > MB. 

Remarque I. — On aurait pu démontrer cette seconde partie 
d'une autre façon en. établissant la proposition équivalente : Tout 
point étpndisiant de A e/ rfe B est siliu* sur la pevpundicidain' au milieu 
de AB, laquelle résulte de la réciproque du n° 30 (deux obliques 
égales ont leurs pieds également écartés du pied de la perpendicu- 
laire) ; ou encore des propriétés du triangle isoscèlc (23, Remarque). 
Toutefois, il faut remarquer que notre manière de procéder a 
l'avantage de faire connaître laquelle des deux dislances est la plus 
grande, dans le cas où elles sont inégales. 

Remarque II. — La proposilion que nous venons d'énoncer : 
Tout point équidistant de A et de B est sur la perpendiculaire 
au milieu de AB, est la réciproque de la première partie du 
théorème précédent. Nous avons donc ici deux modes de démons- 
tration dune réciproque, tous deux différents de celui que nous 
avons rencontré au n° 15. Le premier consiste à reprendre en sens 
inverse le raisonnement primitif. C'est ce que nous avons fait dans 
la remarque précédente. Le raisonnement primitif (théor. préc, 1°) 
partait de Thypothèse que le point M était sur la perpendiculaire au 
milieu de AB, ou que MA et MB étaient également écartées du pied 
de la perpendiculaire, et en déduisait qu'elles étaient égales. 
Cette fois, on est parti de ce que le point M était également distant 
de A et de B, ou que les deux obliques étaient égales, et on en a 
conclu qu'elles étaient également écartées. 

Le second mode de démonstration de la réciproque consiste à 
démontrer ce que l'on nomme la proposition contraire. On appelle 
ainsi une proposition où l'hypothèse est le contraire de l'hypothèse 
primitive et la conclusion le contraire de la conclusion primitive. 
Ainsi la deuxième partie du théorème précédent est la proposilion 
contraire de la première et équivaut à sa réciproque. 

33. Définition. — On appelle lieu géométrique d'un point qui peut 
occuper une infinité de positions, la figure formée par l'ensemble de 
ces positions. 

D'après cette définilion, le théorème précédent peut s'énoncer : 
le lieu géométrique des points également distants de deux points 
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donnés est la perpendiculaire au milieu de la droite qui joint ces deux 
points ; car la figure formée par les points équidistanls de A et de B 
est bien la perpendiculaire au milieu de ÂB. 

On remarquera que, pour établir ce fait, il faut démontrer, comme 
nous l'avons fait : 1" que tout point de la perpendiculaire satisfait à 
la condition donnée; 2° que tout point satisfaisant à cette condition 
est sur la perpendiculaire; ou, ce qui revient au même, que tout 
point non situé sur la perpendiculaire ne satisfait pas à la condi- 
tion. La nécessité d'une double démonstration de celte espèce se 
présentera de même dans tous les problèmes relatifs aux lieux 
géométriques. 



16. Si deux triangles rectangles sont tels que les côtés de l'angle droit du premier 
sont respectivement plus petits que ceux du second, l'hypoténuse du premier est plus 
petite que rtiypotéiTuse du second. 

17. Si les angles B et C d'un triangle ABC sont aigus et les côtés AB, AC 
inégaux, l'ordre dans lequel se suivent les lignes issues du sommet A est : plus 
grand côté; médiane; bissectrice; hauteur; plus petit côté. 

18. La médiane d'un triangle non iso^cèle est plus grande que la bissectrice de 
l'angle formé par les côtés qui la comprennent, limitée au troisir^me côté. 
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CHAPITRE IV 

CAS D'ÉGALITÉ DES TRIANGLES RECTANGLES- - PROPRIÉTÉ 

DE LA BISSECTRICE D'UN ANGLE 

34. Cas d'égalité des triangples rectangples. 

Les triangles rectangles présentent, bien entendu, les cas d'égalité 
des triangles quelconques. Par exemple, deux triangles rectangles 
sont égaux quand ils ont les côtés de Tangle droit égaux chacun à 
chacun (2* cas d'égalité des triangles quelconques). 

Outre les cas d'égalité précédents, les triangles rectîingles en 
présentent deux autres qui leur sont particuliers. 

Premier cas d'égalité. — Deux triangles rectangles sont égaux 
quand ils ont V hypoténuse égale et un angle aigu égal. 

Soient (/?</. 33) les deux triangles rectangles ABC, A'B'C, dans 

lesquels on a BC == B'C',B = B'. Transpor- 
tons le second triangle sur le premier, 
de manière à faire coïncider les angles 
égaux B, B'. Alors B'C prendra la direc- 
tion de BC et, comme ces deux lignes 
sont égales, le point C viendra en C. B'A' 
prend d'ailleurs la direction BA, et par 
conséquent C'A' doit venir suivant la per- 
pendiculaire abaissée du point C sur BA, c'est-à-dire suivant CA. ^. 

Deuxième cas d'égalité. — Deux triangles rectangles sont égaux 
quand ils ont Vhypoténuse égale et un côté de Vangle droit égal. 

Soient les deux triangles ABC, A'B'C, dans lesquels on a BC 
= rVC ; AB — A'B'. Transportons le second triangle sur le premier, 
de manière à faire coïncider les côtés égaux AB, A'B'. Le côté AT/ 
prendra la direction AC. Nous aurons alors, du point B à la droite 
AC, deux obliques, à savoir BC et la nouvelle position de B'C, 
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lesquelles seront égales d'après Ihypothèse, et, par suite (30), égale- 
ment écartées du pied de la perpendiculaire. On a donc A'C = AC, 
d'où résulte Tégalité des deux triangles. 

35. Théorème. — Quand deux triangles rectangles ont l hypoténuse 
égale et un angle aigu inégal y les côtés opposés aux angles inégaux sont 
Inégaux, et au plus grand angle est opposé le plus grand côté. 

Soient {fig, 34) les triangles ABC,A'B'C', dans lesquels on a 
BCurB'C; B>B'. Je dis 
que Ton a aussi AC > A'C. 

Pour le voir, nous pro- 
longerons AC d'une lon- 
gueur égale à lui-même 
suivant AD, et de même A'C 
suivant A'D'. On aura tout 
d'abord (29; BD = BC = B C = B'D'. De plus, dans le triangle isoscéle 

BDC, la médiane BA sera aussi bissectrice, de sorte que l'angle DBC 

sera double de l'angle B primitif. De même l'angle D'B'C sera double 

de l'angle B' primitif, de sorte que l'on aura DBC > D'B'C'. 

Les deux triangles DBC, D'B'C auront alors un angle inégal 
compris entre côtés égaux chacun à chacun, d'où résulte DC>-D'C' 
et. par suite, AO A'C. 

36. Théorème. — La bissectrice d'un angle est le lieu des points 
situés à rintérieur de Vangle et étiuidistants 

de ses côtés. 

La démonstration, ainsi qu'il a été expli- 
qué précédempient (33), se compose de 
deux parties : 

1* J^out point situé sur la bissectrice est 
également distant des deux côtés. 

Soient [fig. 3o) l'angle BAC et le point M 
situé sur la bissectrice de cet angle. Si du 
point M nous abaissons sur les côtés les 
perpendiculaires MD, ME, les deux triangles 
rectangles AMD, AME seront égaux comme 
ayant l'hypoténuse égale et un angle aigu (en A) égal par hypothèse, 
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Donc les deux perpendiculaires MD, ME seront égales. 

2** Tout point situé, à rintériew de i'angie, mais non sur la bissec- 
trice^ est inégalement distant des deux côtés de t angle. 

Soit le point M' situé, par exemple, entre la bissectrice et le 
côté AC. Alors l'angle BAM' sera plus grand que l'angle M'AC. Si 
donc nous abaissons sur AB et AC les perpendiculaires M'D', ME', 
les deux triangles rectangles AM'D', AM'E' auront l'hypoténuse 
commune et les angles en A inégaux ; M'D' sera donc (35) plus grand 
que M'E'. 

De même que pour le théorème du n** 32, nous aurions pu démon- 
trer, au lieu de la proposition contraire donnée en 2**, la réciproque : 
Tout point situé à f intérieur de Vangle et également distant de ses côtés 
est sur la bissectrice. Pour cela, reprenant en sens inverse le raison- 
nement primitif, on aurait considéré un point M [fig, 35j supposé 
également distant de AB et de AC, et on aurait appliqué aux deux 
triangles rectangles AMD, AME, dans lesquels l'hypoténuse est 
commune et MD = ME, le second cas d'égalité (34). On aurait ainsi 
démontré l'égalité des angles en A, d'où résulte que AM est la 
bissectrice. Mais on n'aurait pas su ainsi laquelle des deux dislances 
est la plus grande, lorsqu'elles sont inégales. 

Corollaire. — Le Heu des points également distants de deux droites 
qui se coupent se compose des deux bissectrices (17) des angles formés 
par ces droites, 

EXERCICES 

19. Démontrer qu'un triangle est isoscèle si deux hauicurs sont égales. 

20. Plus généralement, dans tout triangle, j\ un plus grand coté correspond une 
plus petite hauteur. 



DROITES PAUALLÈLES. 



31 



CHAPITRE V 



DROITES PARALLÈLES 




0- 



37. Quand deux droites sont coupées par une même sécante 
[fia. 36), celle dernière forme, avec les deux premières, huit angles 
numérotés sur la figure et dont les relations mutuelles sont 
exprimées par les dénominations suivantes : 

Deux angles tels que 3 et 5 [fig. 36), regardant intérieurement 
par rapport aux deux droites 
et de côtés différents de la sd- 
CdiUiQ^soïxiàW^alterneS'iniernes; — 

Deux angles tels que 3 et 6, 
situés intérieurement par rap- 
port aux deux droites, mais du 
même côté de la sécante, sont 
dits vUérieurs du même côté ; * 

Deux angles tels que 6 et 2, 
situés du même coté de la 
sécante et regardant l'un inté- 
rieurement, l'autre extérieurement, sont dits correspondants, 

38. Définition. — On nomme droites parallèles deux droites 
situées dans le même plan et qui, si loin qu'on les prolonge dans 
les deux sens, ne se rencontrent pas. 

Théorème. — Deux droites étant coupées par une même sécante, 
ces deux droites sont parallèles : 

1® Si les angles intérieurs du même côté sont supplémentaires (*) ; 
2** Si les angles alternes-internes sont égaux ; 

(1) Si les angles 3 et 6 {fiff. 36) sont suppUmcntaires, il en est de même des angles 4 et 5 , 
car la somme des quatre angles est égale à quatre droits. 



Fio. 36. 



32 GEOMETIilE. 

3° 5/ les angles con^spondanls sont égaux. 

1° Si les deux droites se renconlraicnl, soit d'un cùlé, soit de 
Tautre de la sécante, elles formeraient un triangle dans lequel (25) 
la somme des deux angles intérieurs du môme cùlé serait plus 
petite que deux droits. 

Les deux autres cas se ramènent au premier : 

2** Si les angles alternes-internes 3 et 5 sont égaux, cela revient 

à dire que Tangle 3 est égal au supplément de Tangle G, ou que 
les angles intérieurs du même coté sont supplémentaires; 

3" Si les angles correspondants G et 2 sont égaux, les angles 3 et G 



/ \ 



sont encore supplémentaires, car l'angle 3 est le supplément de 



/\ 



l'angle 2. 

Ce théorème sert à démontrer que deux droites sont parallèles. 

Corollaire. — En particulier, deux droites, perpendiculaires à une 
même ti^oisii^me dans tin mrme plan, sont parallèles. 

39. Théorème. — Par un point pris hors d'une droite, on peut 
mener une parallèle à cette droite. 

Soient le point et la droite xy {fuj. 3G). On joindra le point à 
un point quelconque A de xy, et la droite 00', qui fait avec OA 

un angle tel que ÀOO' -|- OAy =: 2 droits, est parallèle à xy. 

40. La construction précédente pouvant être effectuée d'une 
infinité de façons, puisque le point A peut être pris arbitrairement 
surxy, il semble qu'elle donne une infinité de parallèles distinctes. 

Il n'en est rien, d'après l'axiome suivant : 

Axiome (*). — Par un point pns hors d'une droite, on ne peut 
mener qu une parallèle à cette droite. 

Corollaires. — I. Deux droites distinctes parallèles à une même troi- 
sième sont parallèles entreelles; car si elles avaient un point commun, 
il passerait par ce point deux parallèles à la troisième droite. 

II. Ni deux droites sont parallèles, toute droite qui coupe la 

(I) Cet axiome o^t connu sous lo nom do Poitulatum cTEuclide. En réalit«^, il doit être 
considéré comino faisant partie de la détlnition des notions fondamentales. (Voir la note B àla 
tin du vo!ume.} 
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première coupe la seconde, sans quoi deux parallèles à la seconde 
droite se couperaient (*). 

41. Le théorème du n° 38 admet une réciproque que nous allons 
démontrer : 

Réciproque. — Quand deux parallèles sont coupées par une même 
sécante : 

i"* Les angles intérieurs du même côté sont supplémentaires ; 

2^ Les angles alternes-internes sont égaux; 

3** Les angles correspondants sont égaux. 

La démonstration est la même pour les trois parties. 
Soient deux parallèles AB, CD coupées par la sécante EFjt 
(fig. 37). Je dis, par exemple, que les angles correspondants 

xEB, xFD sont égaux. En effet, 
nous pouvons faire en E, avec la 

droite EF, un angle xEB égal 

à l'angle xFD. La droite EB' sera 
dès lors parallèle à CD et, par suite, 
se confondra avec EB. 

Corollaires. — I. Si deux droites 
font, avec une même sécante, deux 
angles intérieurs du même côté dont 
la somme diffère de deux angles p„. ^^ 

droits, elles ne sont pas parallèles 

et se rencontrent du côté de la sécante où la sommr des angles est 
moindre que deux droits. 

II. Quand deux droites sont parallèles, toute pnpendiculaire à 
Vune est perpendiculaire à Vautre, Car elle coupera nécessairement 
cette autre (40, Cor. II) et l'angle formé sera droit, d'après le 
théorème que nous venons de démontrer. 

Remarque. — Les angles correspondants égaux xEB, orFD ont 
le même sens de rotation. Car un observateur placé dans le sens Ex 
verra les demi-droites EB, FD toutes deux à droite ou toutes deux 
à gauche. 

(I) Noos avons ici un nouvel exemple de démonstration par l'absurde (Voir 24, Remarque I). 
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Les deux directions parallèles EB, FD, situées ainsi du même côté 
par rapport à une sécante quelconque, sont dites parallèles et de 
même sens. 

42. D'après le théorème du n» 38 et sa réciproque, la définition 
précédemment donnée des parallèles revient exactement à celle-ci: 
Deux droites sont parallèles lorsqu'elles forment avec une sécante 
quelconque des angles correspondants égaux {ou des angles alternes- 
internes égaux, ou des angles intérieurs du même côté supplémentaires), 

Cest cette dernière définition, équivalente à la première, qu'il 
convient en général d'utiliser de préférence à celle-ci. 

A la locution : droites parallèles, on substitue souvent celle 
de : droites de même direction, dont le sens est clair d'après les 
propositions précédentes. 

Remarque. — D'après ce que nous venons de dire, deux droites qui 
coïncident doivent être regardées comme un cas particulier de deux 
droites parallèles. 

43. Théorème. — Deux angles qui ont leurs côtés parallèles 
chacun ô chacun sont égaux ou supplémentaires : égaux, si les côtés 
sont tous les deux de même sens ou tous les deux de sens contraire; 
supplémentaires, si les côtés sont run de même sens, r autre de sens 
contraire. 

En premier lieu, deux angles qui ont un coté commun et les 
seconds côtés parallèles et de même sens [fig. 38) sont égaux comme 

correspondants. Deux angles qui ont leurs 
côtés parallèles et de même sens sont donc 
égaux, car, avec un côté de l'un et un 
côté de l'autre, on forme un troisième angle 
égal à chacun des deux premiers. 
^r Si les deux angles ont un côté de même 

sens et un côté de sens contraire, en pro- 
longeant dans l'un d'eux le côté qui est de 
sens contraire, on forme un angle supplé- 
mentaire du premi'er et égal au second. 
Si les deux côtés sont de sens contraire, 
on prolongera les deux côtés du premier angle. On forme ainsi 
un angle égal au premier comme opposé par le sommet et, d'autre 
part, égal au second. 
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Rbmabquë. — Deux angles correspondants et, par suite, aussi deux 
angles qui ont leurs côtés parallèles et de même sens ayant le même 
sens de rotation, on peut encore dire : Deux angles qui ont leurs 
côtés parallèles sont égaux ou supplémentaires^ suivant quils ont ou 
non le même sens de rotation. 

Théorème. — Deux angles qui ont leurs côtés perpendiculaires 
chacun à chacun sont égaux ou supplémentaires, suivant quils ont 
ou non le même sens de rotation. 

Soient les deux angles BAC, B'A'C {fig. 39), tels que A'B' et A'C 
soient respectivement 
perpendiculaires à AB 
et AC. Menons la per- vc, 
pendiculaire AB^ à la 
droite AB, et retour- 
nons ensuite sur lui- 
même Tangle B^AC : le 
côté ABj venant sur AC, 
la droite AB, perpendi- 
culaire à ABp prendra une position ACj perpendiculaire à AC. Nous 

avons donc un angle B,ACj égal à l'angle donné BAC avec le même 

sens (car il dérive par retournement de Tangle CAB, qui est de sens 

contraire à BAC) et dont les côtés, respectivement perpendiculaires 
à ceux du premier, sont par suite parallèles à ceux de B'A'C. Les 

angles BAC, B'A'C' étant égaux ou supplémentaires suivant qu'ils 
ont ou non le même sens de rotation, il en est de même des angles 
donnés. 

44. Théorème. — La somme des angles d*un triangle est égale à 
deux droits. 

Dans le triangle ABC {fig. 40), 
prolongeons BC suivant Cr et menons 
CE parallèle à AB. Nous formons en C 
trois angles (numérotés de 1 à 3 sur 
la figure) dont la somme est égale à 
deux droits. Or ces trois angles sont 
respectivement égaux aux trois angles du triangle, savoir : 
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l'angle 1 qui est Tangle C du triangle; Tangle 2, égal à l'angle A (ce 
sont des angles alternes-internes formés par la sécante AC avec les 

parallèles AB, CE) ; Tangle 3, égal à l'angle B (ce sont des angles 
correspondants formés par la sécante BC avec les mêmes parallèles). 

Corollaires. — I. L'angle exiéneur d'un iriantjle est égal à la 
somme des angles intérieurs non adjacents. 

II. Les angles aigus d*un triangle rectangle sont complémen- 
taires. 

III. Si deux triangles ont deux angles égaux chacun à chacun, 
les troisièmes angles sont égaux. 

44 bis. Théorème. — La somme des angles intérieurs d'un polygone 
convexe (*) est égale à autant de fois deux droits quil g a de côtés 

moins deux. 

Soit le polygone ABCDE {fig. 41). En joi- 
gnant le point A aux autres sommets par 
des diagonales , nous décomposerons ce 
polygone en triangles. Il y a autant de 
triangles qu'il y a de côtés moins deux ; car, 
le point A étant pris pour sommet commun 
de ces triangles, tous les côtés du polygone 
servent successivement de base, excepté les 

deux qui aboutissent en A. Or la somme des angles de tous ces 

triangles donne la somme des angles du polygone. Le théorème est 

donc démontré. 
Si n est le nombre des côtés du polygone, la somme des angles 

est de 2(n-2) ou 2n-4 angles droits. 

Corollaire. — La somme des angles extérieurs d\in polygone 
convexe, formés en prolongeant tous les côtés dans le même sens, est 
égale à quatre droits. 

Car la somme de chaque angle extérieur et de Tangle intérieur 
correspondant donne deux droits. En additionnant les résultats 
obtenus aux n sommets, on obtiendra donc 2/? droits, dont 2/}-4 
sont donnés par la somme des angles intérieurs. La somme des 
angles extérieurs fournit par conséquent les 4 droits qui manquent. 

(1) Le théorôme se démontre également, avec un peu plus de diflicultë, pour un polygone 
concave, moyennant une définition convenable dos angles d'un tel polygone. , 
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PARALLÈLES 



21. Dans un triangle ABC, si, par le point d'intersection des bissectrices des 
angles B et G, on mène une parallèle MN à BC, limitée en M et N aux côtés AB, 
AC, cette parallèle est égale à la somme des segments BM, CN. 

Que devient cet énoncé lorsqu'on mène la parallèle à BC par le point de rencontre 
des bissectrices des angles extérieurs en B et C; — par le point de rencontre de la 
bissectrice de l'angle en B avec la bissectrice de Tangle extérieur en G? 



SOMMES DES ANGLES DES POLYGONES 

22. Démontrer le théorème du n* 44 bis en décomposant le polygone en triangles 
par des droites issues d'un même point intérieur. 

23. Étant donné un triangle quelconque ABG, on mène, du point A au côté BG, 

deux droites AD, AE dont la première fait avec AB un angle égal à Tangle G, 

pendant que la seconde fait avec AG un angle égal à l'angle B. Démontrer que \v 
triangle ADE est isoscèle. 

24. Dans tout triangle ABG : 

1* La bissectrice de Tangle A fuit avec la hauteur issue de A un angle égal à la 

/\ /\ 

demi-différence des angles B et G; 

/\ 
/% /% j^ 

2« Les bissectrices des angles B et G font entre elles un angle égal à l'*' -f- - ; 

3* Les bissectrices des angles extérieurs en B et G font entre elles un angle 
/\ 

égal àl-'-j. 

25. Dans un quadrilatère convexe : 

1* Les bissectrices de deux angles consécutifs font entre elles un angle égal à la 
demi-somme des deux autres angles; 

2* Les bissectrices de deux angles opposés font entre elles un angle supplémen- 
taire de la demi-différence des deux autres angles. 
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CHAPITRE VI 

DES PARALLÉLOGRAMMES. - DES TRANSLATIONS 

45. Parmi les quadrilatères, on considère en particulier les tra- 
pèzes et les parallélogrammes. 
On nomme trapèze {fig, 42) 
un quadrilatère dont deux cotés 
sont parallèles. Ces côtés paral- 



p,^, ^^ lèles sont dits les bases du ^^^ ^^ 

trapèze. 
On nomme parallélogramme ifig, 43) un quadrilatère dont les 
côtés sont parallèles deux à deux. 

Théorème. — Dans un parallélogramme^ les angles opposés sont 
éganxy les angles adjacents à un même côté supplémentaires. 

En effet, dans le parallélogramme ABCD {fig. 44), les angles 

A et B adjacents au même côté AB sont des 
angles intérieurs du même côté par rapport aux 
parallèles AD, BC, coupées par la sécante AB : 
ils sont donc supplémentaires. Quant aux angles 
" ^ opposés A,C, ils sont égaux comme ayant leurs 

côtés parallèles et de sens contraires. 

Remarque. — On voit qu'il suffit de connaître un angle d'un 
parallélogramme pour les connaître tous. 

Réciproque. — Si, dans un quadrilatère^ les aiujles opposés sont 
égaui\ le quadrilatère est un parallélogramme. 

En effet, la somme des angles de tout q uadrilatère est égale à quatre 
droits (44 bis). Mais si on a A = C, B = D, la somme des quatre 
angles A + B + C + D pourra s'écrire 2 A + 2 B. On aura donc 
A + B=:2dr, et les droites AD, BC seront parallèles, comme 
formant avec AB deux angles intérieurs du même côté supplé- 
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mcntaires. On démontrerait de même que AB est parallèle à CD. 

46. Théorème. — Dans tout parallélogramme^ les côtés opposés 
sont égaux. 

Dans le parallélogramme ABCD [fig. 45), menons JL^ f 

la diagonale AC. Elle décompose le parallélogramme 

en deux triangles ABC, CDA, lesquels sont égaux 

comme ayant le côté AC commun compris entre 

deux angles égaux chacun k chacun : A, = Cj fig. 45. 

comme alternes-internes formés par les parallèles 

AB, CD; Aj = C^ comme alternes-internes formés par les parallèles 

AD, BC. 

Ces triangles égaux donnent bien AB = CD; AD = BC. 

Dans ce théorème, Thypolhèse se compose de deux parties : 
!• deux côtés opposés sont parallèles; 2* les deux autres sont 
également parallèles. De même, la conclusion se compose de deux 
parties : l^deux côtés opposés sont égaux; 2** les deux autres sont 
aussi égaux. 

Comme, dans la proposition réciproque, on peut former la 
conclusion, soit totalement, soit partiellement avec Thypothèse 
primitive et vice versa, le théorème précédent a deux réciproques. 

Réciproques. — Un quadrilatère est un parallélogramme : 

1* Si les côtés opposés sont égaux; 

2* Si deux côtés opposés sont égaux et parallèles. 

1* Dans le quadrilatère ABCD [fig. 45), supposons AB = CDavec 
AD ^= BC. Menons encore la diagonale AC. Les triangles ABC, CDA 
seront égaux comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun. 
Les angles A,,C| seront donc égaux, et comme ces angles occupent 
par rapport à la sécanle AC la position d'alternes-internes, les 
droites AB, CD qui les forment sont parallèles. De même Tégalité 
des angles Aj,Ci prouve le parallélisme des droites AD, BC. 

2* Supposons maintenant AB=iCD avec AB parallèle à CD. Les 
deux triangles ABC, CDA seront encore égaux, parce qu'ils auront un 
angle égal (Aj^Cj comme alternes-internes) compris entre côtés 
égaux chacun à chacun : AC commun et AB=:CD. De l'égalité des 
deux triangles résultent l'égalité des angles A^, C, et le parallélisme 
des côtés AD, BC. 
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47. Théorème. — Dans un parallélogramme^ les diagonales se 

coupent mutuellement en parties égales. 

Dans le parallélogramme ABCD {fig, 46), 
.'S-'' / menons les diagonales AC, BD qui se coupent 

en 0. Les deux triangles ABO,CDO sont 
Pj^ ^g égaux comme ayant leurs angles égaux cha- 

cun à chacun et le côté AB == CD (Ihéor. 
précéd.). On a donc AO = CO, BO = DO. 

c. Q. F. D. 

Réciproque. — Un quadrilatère est un parallélogramme si les 
diagonales se coupent mutuellement en parties égales. 

Supposons, en efifet, dans le quadrilatère ABCD (fig. 46), AO = CO, 
B0 = DO. Les deux triangles ABO,CDO seront égaux comme ayant 
un angle égal (les angles en égaux comme opposés par le sommet) 
compris entre côtés égaux chacun à chacun. Leurs angles en A et C 
seront donc égaux et, par suite, AB sera parallèle à CD. L'égalité des 
triangles ADO, BCO prouvera de même que AD est parallèle à BC. 

Remarque. — Nous avons démontré les réciproques des n^ 46 
et 47 en reprenant en sens inverse les raisonnements primitifs, 
comme il a été expliqué au n'^32. Remarque H. 

48. On appelle rectangle un quadrilatère dont les angles sont 
égaux, et par conséquent tous droits. Un rectangle est un parallélo- 
gramme, puisque les angles opposés sont égaux. 

On appelle losange un quadrilatère dont les quatre côtés sont 
égaux. Un losange est un parallélogramme, puisque les côtés 
opposés sont égaux. 

Donc, dans un rectangle comme dans un losange, les diagonales 
se coupent en leur milieu commun. 

Théorème. — Da,ns un rectangle^ les diagonales sont égales. 

Dans le rectangle ABCD {fig. 47), les diago- 
nales AC, BD sont égales; car les triangles ACD, 

BCD, ayant l'angle ADC = DCB comme droits, le 
côté DC commun et AD = BC comme côtés opposés 
d'un parallélogramme, sont égaux. 

Corollaire. — Datis un triangle rectangle, la médiane issue du 
sommet de V angle droit est la moitié de V hypoténuse. 
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Car en menant, par les extrémités de l'hypoténuse, des parallèles 
aux cotés de Tangle droit, on forme un rectangle dont la médiane 
considérée est la demi- diagonale. 

Réciproque. — Tout parallélogramme dans lequel les diagonales 
sont égales, est un rectangle. 

Soit le parallélogramme ABCD (fig. 47), dans lequel les diagonales 
sont égales. On a AD = BC : par conséquent les triangles ADC, BCÏ) 
sont égaux, comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun. 
Les angles ADC, CDB sont donc égaux et, comme ils sont supplé- 
mentaires, ils sont tous deux droits, d'où résulte que le parallélo- 
gramme est un rectangle. 

Corollaire. — Un triangle dans lequel la médiane est la moitié du 
côté correspondant, est rectangle. 

Théorème. — Dans un losange, les diagonales sont perpendiculaires 
entre elles et bissectrices des angles. 

Si le quadrilatère ABCD [fig, 48) est un losange, 
le triangle ABD est isoscèle. La diagonale AD, 
étant médiane de ce triangle, est en môme temps 
hauteur et bissectrice. 




Réciproque. — Tout parallélogramme dans 
lequel les diagonales sont perpendiculaires, est un 
losange. 

En effet, chaque sommet sera équidistant des 
deux sommets adjacents, comme étant sur la 
perpendiculaire au milieu de la diagonale qui joint ces deux 
sommets. 

49. Un carré est un quadrilatère dans lequel tous les côtés sont 
égaux et tous les angles droits. 

Un carré est donc à la fois un losange et un rectangle, de sorte 
que les diagonales sont égales, perpendiculaires et se coupent en 
leurs milieux. 

Réciproquement, tout quadrilatère dans lequel les diagonales 
sont égales, perpendiculaires et se coupent en leurs milieux, est un 
carré. 

Deux carrés de même côté sont égaux. 
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50. Translations. 

Lemme. — Deux figures F, F' sout égales^ avec le même sens de 
rotation, si leurs points se correspondent de telle façon qu'en prenant 
trois points A,B,C de Vune et les points correspondants A',B^C' de 
Cautre, les triangles ainsi formés soient toujours égaux avec le même 
sens de rotation, quel que soit le point C. 

En effet, soient les deux points A, B de la figure F et leurs homo- 
logues (*) A', B . AB devra évidemment être égal k \'B\ Transportons 
la seconde figure sur la première de façon h faire coïncider ces 
deux lignes égales. Je dis qu'alors les deux figures coïncident 
complètement. Soient en effet un troisième point C de la première 
figure et son homologue C Les deux triangles ABC, A'B'C étant 

égaux, l'angle B'A'C' est égal à BAC et de même sens. Donc, quand 
on fait coïncider A'B' avec AB, la droite k'C devra venir dans la 
direction AC. Comme d'ailleurs A'C = AC, le point C vient en C. La 
même démonstration s'appliquant à tous les points de nos deux 
figures, la coïncidence est complète. 

Remarques. — L Nous venons de trouver pour Tégalité de deux 
figures une condition suffisante; cette condition est d'ailleurs 
évidemment nécessaire. 

H. Du raisonnement précédent résulte : 

Pour faille coïncider entre elles deux figures égales et de même sens, 
il suffit de faire coïncider deux points de l'une des figures avec leurs 
homologues respectifs, 

51. Théorème. — Si, par tous les points d'une figure, on mène des 
droites égales, parallèles et de même sens, les extrémités de ces droites 
forment une figure égale à la première. 

Soient d'abord deux points A, B de la première figure, auxquels 
correspondent les points A', B' de la seconde. Les droites AA', BB' 
étant parallèles et égales, le quadrilatère ABA'B' est un parallélo- 
gramme. Donc A'B' est égal et parallèle à AB, avec le même sens. 
Ainsi les droites qui joignent les points homologues sont égales, 
parallèles et de même sens. 

Dès lors à trois points quelconques correspondent trois points 
formant un triangle égal, et comme les angles de ces triangles ont 

(1) On nomme ainsi les points qui se correspondent dans les doux figures. 
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leurs côtés parallèles et de même sens, les sens de rotation sont les 
mêmes. Les deux figures sont donc égales. 

L'opération par laquelle on passe de la première figure à la 
seconde a reçu le nom de translation. On voit qu'une translation est 
déterminée quand on se donne en grandeur, direction et sens le 
segment, tel que AA', qui va d'un point à son homologue. Aussi 
désigne-t-on une translation par les lettres d'un tel segment : on 
dit, par exemple, la translation AA'. 

Corollaires.' — L Si^ par tous les points d'une droite^ on mène des 
droites égales, parallèles et de même sens, le lieu des extrémités de ces 
droites est une parallèle à la droite primitive. 

En particulier, le lieu des points situés d'un même côté d'une droite 
et à une distance donnée de cette droite, est une parallèle à la droite. 

H. Deux parallèles sont partout équidistantes. 
On peut donc parler de la distance de deux parallèles. 
IlL Le lieu des points érjuidistants de deux droites parallèles est une 
troisième droite parallèle aux premières. 



PARALLELOGRAMMRS 

20. Un quadrilatère qui a deux côtés égaux et les deux autres parallèles est, soit 
un parallélogramme, soit un trapèze (dit trapèze iso9cèle) qui a un axe de symétrie. 

27. Toute droite menée par le point d'intersection des diagonales d'un parallélo- 
gramme est divisée par ce point et deux côtés opposés en deux parties égales. 

En raison de cette circonstance, le point d'intersection des diagonales d'un 
parallélogramme est dit le centre de ce polygone. 

28. Deux parallélogrammes inscrits l'un dans l'autre, cest-à-dire tels que les 
quatre sommets du premier soient respectivement sur les quatre côtés du second, 
ont même centre. 

29. Un angle d'un triangle est aigu, droit ou obtus, suivant que le côté opposé 
est inférieur, égal ou supérieur à la médiane correspondante. 

30. Si, dans un triangle rectangle, l'un des angles aigus est double de l'autre, 
l'un des côtés de l'angle droit est la moitié de l'hypoténuse. 

TRANSLATIONS 

31. Lieu des points tels que la somme ou la différence de leurs distances à deux 
droites données soit égale à une longueur donnée. 

32. On donne deux parallèles et <leux points A et B extérieurs à ces parallèles et 
situés de part et d'autre : quelle est la ligne brisée la plus courte joignant ces deux 
points, de manière que la portion comprise entre les deux parallèles ait une 
direction donnée? 
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CHAPITRE VU 

DROITES CONCOURANTES DANS UN TRIANGLE 

52. Théorème. — Dans tout triangle, les perpendiculaires élevées 
sur les milieux des côtés se coupent en un même point. 

Soit le triangle ABC {fig. 49). Les perpendiculaires aux milieux des 

côtés AB, AC, n'étant pas parallèles (sans quoi 
AB et AC se confondraient) se coupent en un 
certain point 0. Il s'agit de montrer que ce 
point appartient aussi à la perpendiculaire au 
milieu de BG. 
Le point 0, étant sur la perpendiculaire au 
milieu de AB, est également distant de A et de B; de même, étant 
sur la perpendiculaire au milieu de AC, il est également distant de A 
et de C. Donc il est également distant de B et de C et, comme tel, 
appartient à la perpendiculaire au milieu de BC. 

53. Théorème. — Dans tout triangle y les trois hauteurs se coupent 
en un même point. 

Soit le triangle ABC ifig, 50). Menons par le point A une parallèle 

à BC, par B une parallèle à AC, 

c _ A par C une parallèle à AB. Nous 

/^O^ '' formons ainsi un nouveau triangle 

\ y^ \\ ,-' A'B'C. Je vais démontrer que les 

^ \ '— ^b hauteurs du triangle ABC sont les 

perpendiculaires aux milieux des 
cotés du nouveau triangle, d'où 
^ ^,. résultera bien qu'elles sont con- 

Fio. 50. ^ 

courantes. 
Le parallélogramme ABCB' nous donne BC = AB'; le parallélo- 
gramme ABCC nous donne de même BC = AC, de sorte que le 
point A est bien le milieu de B'C. La hauteur AD du triangle ABC 



A' 
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passera donc bien par le milieu de B'C et, de plus, sera per- 
pendiculaire à B'C, puisqu'elle est perpendiculaire à sa paral- 
lèle BC. 

Comme le môme raisonnement peut se répéter pour les deux 
autres hauteurs, le théorème est démontré. 

54. Théorème. — Dans tout triangle : 1® les bissectrices des trois 
angles se coupent en wn ménip point; 2° la bissectrice dun angle et. 
les bissectrices des angles extérieurs non adjacents se coupent en un 
rnAme point. 

V Dans le triangle 
ABC (/î^. 51), menons 
les bissectrices des 
angles B et C : elles 
se coupent en un 
point intérieur au 
triangle. Ce point, 
appartenant à la bis- 
sectrice de Tangle 
B, est également dis- 
tant de AB et de BC. 
De même, apparte- 
nant à la bissectrice 
de l'angle C, il est 
égaleoient distant de 
AC et de BC. Il est 
donc également dis- 
tant de AB et de AC, et, comme il est intérieur à l'angle A, il est 
sur la bissectrice de cette angle. 

2* Les angles extérieurs CBj:, BCy ayant une somme moindre que 
quatre droits, leurs moitiés auront une somme moindre que deux 
droits. Les bissectrices de ces deux angles se couperont donc 
(41, corollaire) en un point 0' intérieur à Tangle A. Ce point 0' sera, 
comme le précédent, équidistant des trois côtés du triangle. Il 
appartiendra donc à la bissectrice de A. 

55. Théorème. — La droite^ qui joint les milieux de deux côtés d'un 
triangle^ est parallèle au troisième côté et égale à sa moitié. 
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Dans le triangle ABC ififj. 52), soient D le milieu de AB, E k» 

milieu de AC. Prolongeons la droite 
DE, au delà du point E, d'une lon- 
gueur égale à elle-même jusqu'en F. 
Le quadrilatère ADCF sera un paral- 
lélogramme (47) et, par suite, CF sera 
égal et parallèle à DA, ou, ce qui 
revient au môme, à BD. Alors le qua- 
drilatère BDCF est à son tour un 
DE est parallèle à BC ; 2° DE, moitié 




Fia. 52. 



parallélogramme. Donc : ! 

de DF, est égal à la moitié de BC. 

i&bis. Théorème. — Les trois médianes d'un triangle se coupent en 
un même point, situé au tiers de chacune d'elles à partir de la hasr 
correspondante. 

Soient d'abord, dans le triangle ABC, deux médianes BE, CF 
(fig. 53) : je dis que leur point d'intersection G est au tiers de cha- 
cune d'elles. Pour le voir, appelons M et 
N les milieux de BG et de CG. La droite MN, 
joignant les milieux de deux cotés dans le 
triangle BCG, est parallèle à BC et égale h 
sa moitié. Mais EF est aussi parallèle à BC 
et égale à sa moitié. EFMN est alors un paral- 
lélogramme dans lequel les diagonales 
se coupent en leurs milieux. On a donc 
EG =: GM = MB et FG = GN -^ NC. 
Ainsi la médiane BE passe par le point situé au tiers de CF. Mais 
le même raisonnement prouverait que la troisième médiane AD 
passe aussi par ce même point. Le théorème est donc démontré. 

Remarque. — Le point de concours des médianes est aussi nommé 
centre de gravité du triangle. La raison de cette dénomination est 
donnée en mécanique. 




33. Joindre un point donné au point de rencontre de deux droites données, 
mais qui se coupent en dehors des limites du dessin (n'53). 

34. Dans tout trapèze, les milieux des côtés non parallèles et les milieu.x des 
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diagonales sont sur une même droite, parallèle aux bases. La distance entre les 
milieux des côtés non parallèles est égale ù la demi-somme des bases; la bistance 
entre les milieux des diagonales, à la demi-différence de ces bases. 

35. Si, des points A,B et du milieu C de AB, on abaisse des perpendiculaires 
sur une droite quelconque, la perpendiculaire abaissée du point C est égale à la 
demi-somme des deux premières ou à leur demi-différence, suivant que celles-ci 
sont de même sens ou de sens contraire. 

36. Les milieux des côtés d'un quadrilatère quelconque sont les sommets d'un 
parallélogramme. Les côtés de ce fiarallélogramme sont respectivement pardUèlcs 
aux diagonales du quadrilatère donné et égaux aux moitiés de ces diagonales. Son 
centre est au milieu de la droite qui joint les milieux des diagonales du quadrilatère 
donné. 

37. Démontrer que les médianes d'un triangle ABC sont concourantes, en prolon- 
geant la médiane CF [fig. 53) au delà du point F, d'une longueur égale à FG. 

38. Étant données trois droites concourantes en un même point (toutes 
distinctes entre elles) et un point A sur l'une d'elles, montrer qu'il existe : 

1* Un triangle ayant un sommet en A et les droites données pour hauteurs (un 
cas d'exception) ; 

2* Un triangle ayant un sommet en A et les droites données pour médianes ; 

3» Mw triangle ayant un sommet en A et les droites données pour bissectrices de 
ses angles intérieurs ou extérieurs (un cas d'exception) ; 

4* Un triangle ayant le milieu d'un côté en A et les droites données pour perpen- 
diculaires aux milieux des côtés (ramener à 1'). 



PROBLÈMES 

PROPOSÉS SUR LE PREMIER LIVRE 

ap. Dans tout triangle, à tout plus grand côté correspond une plus petite 
médiane. 

40. On admet qu'une bille de billard qui vient frapper une bande rectiligne se 
réfléchit de manière que les deux droites suivies avant et après le choc soient 
également inclinées sur la bande. 

Cela posé, soient D^, D^, ... D/t, n droites d'un plan; A, B, deux points situés du 
même côté de chacune de ces droites. Dans ([uelle direction faut-il lancer une bille 
du point A pour qu'elle aille passer au point B après s'être réfléchie successivement 
sur les droites données ? 

Démontrer que le chemin ainsi suivi par la bille est la ligne brisée la plus courte 
qui aille du point A au point B en ayant ses sommets succe:?sifs sur les droites 
données (*). 

(1) Lorsqu'il n'y a qu'une seule droite, le problème se réduit à celui qui fait l'objot dos 
exercices 13-U. 

Ce premier problème ayant été résolu, on cherchera un moyen qui permette de déduire, dij 
la solution ainsi trouvée pour le cas d'une seule droite, celle qui est relative au cas où il y a 
deux droites; puis do passer do co cas à celui où il y a trois droites, et aiusi de suite. 
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C.\s PARTICULIER. — Lcs droiles données sont les quatre côtés d'un rectangle, pris 
dans leur ordre naturel; le point B coïncide avec le point A, qui est d'ailleurs pris 
ù l'intérieur du rectangle. — Montrer, dans ce cas. que le chemin parcouru par la 
bille est égal -X la somme des diagonales du rectangle. 

41. Dans un triangle isoscèle, la somme des distances d'un point de la base aux 
deux autres côtés est constante. — Que devient cet énoncé lorsque l'on considère 
un point pris sur un des prolongements de la base ? 

Dans un triangle équilatéral, la somme des distances d'un point intérieur aux 
trois côtés est constante. — Que devient cet énonce lorsque le point considéré 
devient extérieur ? 

42. Dans un triangle ABC, si, par le milieu D de BC, on mène une perpendiculaire 
à la bissectrice de l'angle A, cette droite détermine sur chacun des côtés AB et AC 

, , AB + AG AB-AC 

deux segments égaux respectivement a et . 

43. Soient ABCD, DEFG deux carrés placés côte à côte, de manière que les côtés 
DC, DE aient même direction et que les côtés AD, DG soient en prolongement l'un 
de l'autre. On prend, sur AD et sur le prolongement de DC, deux segments AU, CK 
égaux à DG. Démontrer que le quadrilatère HBKF est aussi un carré. 

41. Les bissectrices des angles d'un parallélogramme forment un rectangle. Les 
bissectrices des angles extérieurs forment également un rectangle. Les diagonales 
de ces deux rectangles sont situées sur les deux mêmes droites, parallèles aux 
côtés du parallélogramme donné. Ces diagonales sont égales, l'une à la demi- 
différence, l'autre à la demi-somme des côtés du parallélogramme. 

45. Sur les côtés AB, AC d'un triangle et extérieurement à ce triangle, on construit 
les carrés ABDE, ACFG (D et F étant les sommets opposés ù A). Prouver : 

1* Que EG est perpendiculaire à la médiane issue de F et double de cette 
médiane; 

2* Que le quatrième sommet I du parallélogramme dont les trois autres sommets 
sont E, A,G (E et G étant opposés) est situé sur la hauteur issue de A, dans le 
triangle donné; 

:}• Que CD, BF sont respectivement égaux et perpendiculaires à BI, Cl et se 
coupent aussi sur la hauteur issue de A. 

46. On donne un angle droit AOB et deux droiles rectangulaires issues d'un 
point P, la première coupant les côtés de l'angle donné en A, B, la seconde coupant 
ces mêmes côtés en C, D. Démontrer que les perpendiculaires menées des 
points D, 0,C sur la droite OP interceptent sur AB des segments respectivement 
égaux à AP,PB, mais disposés en sens inverse. 
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INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UN CERCLE 



56. On nomme circonférence {fig. 54) le lieu des points d'un plan 
situés à une distance donnée d'un point donné de ce plan. Ce point 
est le centre de la circonférence. La 
droite qui joint le centre à un point 
quelconque de la circonférence est un 
rayon. Par définition, tous les rayons 
sont égaux entre eux. 

D'après la déOnition précédente, 
quand nous voudrons exprimer qu'un 
point est situé sur la circonférence, 
nous exprimerons que sa distance au 
centre est égale au rayon. 

Une circonférence est une ligne qui sépare deux régions du plan : 
l'une comprenant les points dont la distance au centre est moindre 
que le rayon; l'autre, les points pour lesquels celte distance est 
supérieure au rayon. 

Les points de la première région soniintérieurs à la circonférence; 
cette région se nomme le cercle; les points de la deuxième région 
soni extérieurs à la circonférence. On ne peut passer par un chemin 
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continu d'une de ces régions à laulre sans traverser la circon- 
férence. 

On nomme arc {fig, 54) une portion de circonférence. La droite 
qui joint les extrémités d'un arc est la corde de cet arc. 11 faut 
remarquer qu'une corde donnée correspond toujours à deux arcs 
différents, situés de côtés différents de la corde. 

On nomme diamètre {fig, 54) une corde qui passe par le centre. 
Un diamètre vaut deux rayons. 

57. Une circonférence est déterminée, d'après ce qui précède, 
quand on donne son centre et son rayon. 

Une circonférence est déterminée quand on donne un diamètre, car 
le centre est le milieu du diamètre donné. 

Théorème. — Par (rois points non en ligne droite on peut faire 
passer une circonférence ^ et une seule. 

Autrement dit, une circonférence est déterminée par trois points non 
en ligne droite. 

Soient en effet A, B,C(/î.7. 49) trois points non en ligne droite. 

Nous avons démontré (52) que les perpendi- 
culaires aux milieux des droites BC,CA, AB 
concouraient en un même point 0, équidistant 
de A, B, C. La circonrérence décrite de comme 
centre, avec OA comme rayon, passe par les 
trois points donnés. C'est d'ailleurs la seule qui 
réponde à cette condition, car le centre d'une 
circonférence qui passerait par A, B, C devrait nécessairement 
appartenir aux trois perpendiculaires dont nous venons de parler. 

Corollaire. — On voit qu'i/we circonférence ne peut avoir deux 
centres différents, ni par suite deux rayons inégaux. 

58. Théorème. — Une droite ne peut rencontrer la circonférence en 
plus de deux points. 

Si la distance du centre à la droite est plus grande que le rayon, la 
droite ne coupe pas la circonférence. 

Si cette distance est plus petite que le ragon, la droite coupe la 
circonférence en deux points. 
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Enfin^ si la distance est égale au rayon, la droite a un seul point 
commun avec la circonférence. 
On dit, dans ce dernier cas, qu'elle est tangente. 

1» Du centre {fig. 55) abaissons sur la droite D la perpendi- 
culaire OH. Les points d'intersection de la droite et du cercle, 
étant tous équidistants de 0, sont par là même équidistants de H. Or 
une même longueur ne peut être portée à partir du point H sur 
la droite D de plus de deux façons différentes. 

2** Si, la distance, OH est supérieure au rayon, il en est de même, à 
fortiori (29), de la dislance du centre à un point quelconque de la 
droite; donc tous les points de la droite sont extérieurs au 
cercle. 

3*» Si au contraire OH {/ig. 55) est plus petit que le rayon, le point 
H est intérieur au cercle, mais, des 
deux côtés de H, il existe des points 
de la droite extérieurs au cercle. Il 
suffit, pour en obtenir, de porter 
sur D, à partir de H, deux longueurs 
HP, HP', égales au rayon : les dis- 
tances OP, OP' seront nécessairement supérieures à ce même 
rayon. H y aura donc deux points d'intersection, l'un entre H et P, 
l'autre entre H et P' ; ce seront d'ailleurs les seuls (!''). 

4*» Si enfin OH est égal au rayon {fig. 56) le point H est commun à 
la droite et au cercle; mais, de 
même qu'en 2*^, on voit que tout 
autre point de la droite est extérieur 
au cercle. 

Corollaire. — Par un point pris 

sur la circonférence on peut lui mener 

une tangente y et une seule, savoir la 

perpendiculaire au rayon qui aboutit 

en ce point. 

Fig. se. 

59. La définition précédente de la 
tangente n'est pas celle qu'il convient d'adopter pour la tangente à 
une courbe quelconque. 
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Définition. — On nomme tangente à une courbe quelconque (/?(/. 57) 

en un point M de celle courbe la po- 
silion limile vers laquelle tend la 
droite MM' lorsque le point M', décri- 
vant la courbe, se rapproche indé- 
finiment de M. Autrement dit (*) : 

La droite MT sera dite la tangente 

en M si, pour n'importe quel angle 

donné e, on peut assigner, des deux 

ciHés du point M, deux arcs MMp MM^ 

tels que, pour toute position du point M' prise sur l'un de ces arcs, 

la droite MM' fasse avec MT ou son prolongement un angle moindre 

que e (^). 

Nous allons faire voir que cette définition, pour le cas du cercle, 

revient à celle que nous avons 
donnée plus haut. 

Menons au point M du cercle la 
perpendiculaire MT au rayon OM et, 
sur la corde MM' [pg, 56 />!*), abais- 
sons du centrelaperpendiculaire OH. 
Cette droite, hauteur du triangle 
isoscèle OMM', est en môme temps 
bissectrice de l'angle en 0. L'an- 
gle TMM' égal à MOk (puisqu'ils ont 

leurs cotés perpendiculaires) est donc la moitié de MOM'. Or ce 
dernier peut devenir plus petit que tout angle donné, si Ton rend 
le point M' suffisamment voisin de M. 

60. On nomme normale à une courbe, en un point, la perpendi- 
culaire à la tangente en ce point. La normale au cercle en un point 
n'est, par suite, autre chose que le rayon qui aboutit en ce point. 

Sur un cercle donné quelconque, il existe deux points (et deux 
seulement) tels que les normales en ces points passent par un point 
donné P du plan (différent du centre) : ce sont les extrémités du 
diamètre qui passe par le point P. 

(1) Voir la définition du mot limite dans les Leçons d'Arithmétique do M. Tannery (Paris, libr. 
Armand Colin, 189i), chap. vu, n* 237, et chap. xii. 

(2) On démontre, comme en Âritbmétiquo (Leçons do M. Tannerj% n* 230) que, si cctto droite 
liT existe, elle est unique. 
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60 bis. On nomme angle de deux courbes, en un de leyrs points 
d'intersection, Tangle formé par leurs 
tangentes en ce point (fig. 57 bis]. L'angle 
de deux cercles qui se coupent est donc 
égal à Tangle des rayons qui abou- 
tissent au point commun, ou à son 
supplément. 




EXERCICES 



47. Par tous les points d'une circonférence, on mène des droites égales et parallèles 
à une même droite donnée. Quel est le lieu des extrémités de ces droites? 

48. Lieu des milieux des droites qui joignent un point fixe aux différents points 
d'une circonférence. 

49. Soient AB un diamètre d'une circonférence, 0,0 un point pris sur le prolon- 
gement de ce diamètre, CDE une sécante issue du point G et qui coupe le cercle 

en D, E. Si la partie extérieure CD est égale au rayon, l'angle EOB est triple de 
l'angle i)OA. 



r 
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CHAPITRE II 



PROPRIÉTÉS DU DIAMÈTRE 





Fio. 58. 
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61. Théorème. — Sur une circonférence quelconque^ le point le plus 
rapproché et le point le plus éloigné d'un point quelconque P du plan 
sont les pieds des normales qui passent par P. 

Si A est celui de ces deux points qui est situé sur la demi-droite OP, 

B celui qui est sur la 
demi -droite opposée 
Ifig, 58 et 58 Ois), la 
distance PA est la dif- 
férence de OP et du 
ravon, et la distance 
PB, la somme des 
mômes longueurs. Un 
point quelconque M de la circonférence est donc à une distance 
du point P supérieure à PA et inférieure à PB, comme troisième 
côté du triangle OPM. 

La distance PM va constamment en croissant quand le point M 
décnt la circonférence en allant de A vers B, car elle est opposée, 
dans le triangle OPM, à un angle qui va en croissant et qui est 
compris entre deux côtés constants. 

Corollaire. — Le diamètre est la plus grande corde du cercle. 

Si, en efTet, on fait coïncider le point P avec le point .\, on voit que 
la corde PM est plus petite que le diamètre PB. 

62. Théorème. — Tout diamètre partage la circonf'rence en deux 
parties égales. Il est, pour cette figure et pour le cc7'rlt\ nu axe de 
symétrie. 
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Soit [fig. 54) un diamètre CD qui divise la circonférence en deux arcs. 
Un point quelconque M de l'arc supérieur a pour symétrique un 
point de Tare inférieur; car à une distance OM égale au rayon cor- 
respond, par symétrie, une distance 
OM' égale à la première. D'ailleurs on 
obtient ainsi tous les points de Tare 
inférieur, puisque, de même, tout point 
de ce dernier a pour symétrique un point 
de l'arc supérieur. Donc le second arc 
est symétrique du premier. 
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Remarque. — On voit que la circonfé- 
rence a une infinité d'axes de symétrie. 

Théorème. — Le diamètre perpendiculaire à une corde partage 
cette corde et chacun des arcs quelle sous -tend en deux parties égales. 

Car le diamètre perpendiculaire à une corde AB, étant un axe de 
symétrie pour la circonférence et, d'autre part, pour le triangle 
isoscèle OAB, est un axe de symétrie pour la figure formée par leur 
ensemble. 

Corollaires. — Deux quelconques des cinq conditions suivantes : 

1** Être perpendiculaire à la corde ; 

2** Passer par le centre ; 

3° Passer par le milieu de la corde ; 

V, 5° Passer par le milieu de l'un des deux arcs sous-tendus 

déterminent une droite. 
Toutes les droites ainsi déterminées se 

confondent. 

Le lieu géométrique des milieux d'une 
série de cordes parallèles est le diamètre per- 
pendiculaire à ces cordes. 

La tangente est parallèle aux cordes que 
le diamètre du point de contact - divise eh 
deux parties égales, 

Théorôme. — Deux parallèles interceptent entre elles, sur la 
circonférence y des arcs égaux {fig. 59). 

Car ces arcs sont symétriques l'un de l'autre, par rapport au 
diamètre perpendiculaire aux deux parallèles. 




Fig. 5î». 
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EXERCICES 

50. Une circonférence passe par deux points fixes A et B. Soit C l'un des points 
où celte circonférence rencontre une droite fixe perpendiculaire à AB. Trouver le 
lieu du point diamétralement opposé à C, lorsque la circonférence varie sans cesser 
de passer par les points A,B. (Utiliser Texercice 34.) 

51. En divisant une corde en trois parties égales et joig*nant au centre les points 
de division, on ne divise pas l'angle au centre correspondant en trois parties égales. 
— Quel est le plus grand des trois angles partiels? (Ex. 7.) 

Généraliser pour un plus grand nombre de parties. 



CHAPITRE III 



ARCS ET CORDES 



63. Deux circonférences de même rayon sont égales, car elles se 
confondent si Ton fait coïncider leurs centres (57). 

Théorème. — Dans vn même cercle ou dans des cercles égaux : 
\° A des arcs égaux correspondent des angles au centre égaux et des 
cordes égales, et réciproquement ; 

2° De deux arcs inégaux, moindres qu'une demi-circonférence , le 
plus grand correspond au plus grand angle au centre et à la plvs 
grande corde, 

1° Si nous faisons coïncider les deux arcs égaux, les extrémités 
coïncidant chacune à chacune, les cordes coïncideront. De plus, les 
centres coïncidant (57), les angles au centre coïncident. 

Inversement, si deux arcs correspondent à des angles au centre 
égaux, on peut faire coïncider ces angles au centre. Dans ces condi- 
tions, les centres coïncident et, les rayons étant égaux, les arcs 
coïncident nécessairement. 

Enfin, si les cordes sont égales, les angles au centre sont égaux 
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(l*après le troisième cas d'égalité des triangles et, par suite, les arcs 
sont aussi égaux. 

2° Deux arcs AB, A'B' {fig, 60) étant inégaux, on peut les trans- 
porter Fun sur Tautre, de manière à ce 
que le plus petit AB tienne à Tintérieur 
du plus grand A'B'. Dans cette position, 
les centres coïncidant en 0, Tangle au 
centre du premier sera compris à Tinté- 
rieur de l'angle au centre du second. 
La réciproque se démontre de même. 
D'ailleurs la corde AB sera plus petite 
que A'B', comme le montre le théorème 
du n^ 28 appliqué aux triangles OAB, 
OA'B'. 
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Théorème. — Dans un même cercle ou dans des cercles égaux : 
\^ Veux cordes égales sont également éloignées du centre, et 
réciproquemen t ; 

2» De deux cordes inégales, la plus 
grande est la moins éloignée du centre, 

1° Si, du centre 0, nous abaissons sur 
les cordes égales AB,A'B' [pg, 61) les 
perpendiculaires OH, OH', les points 
H, H' seront respectivement les milieux 
des deux cordes, de sorte qu'on aura 
HA = H'A'. Les triangles rectangles 
OHA, OH'A' sont dès lors égaux^ (2« cas), d'où résulte OH = OH'. 

Inversement, si les deux cordes AB, A'B' 
sont également distantes du centre, les 
triangles rectangles OHA, OH' A' ont l'hy- 
poténuse égale et le côté OH i= OH', d'où 
résulte HA = HA' et par suite AB = A'B'. 

2*» Supposons la corde AB plus grande 
que A'B' {fig. 62). 11 en résulte que l'angle 
AOB est plus grand que A'OB' et, en 
abaissant les perpendiculaires OH, OH', 

que AOH est supérieur à A'OH'. Mais alors OAH, complémen 
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du premier angle, est inférieur à OA'H', complément du second. 
Les deux triangles rectangles OHA, OH'A' ont donc l'hypoténuse 
égale et un angle aigu inégal, d*où résulte (35) OH<;OH'. 

64. Considérons une corde MM' (pg. 63) qui se déplace de manière 

que sa distance au centre, d'abord plus 
petite que lé rayon, augmente et devienne 
égale à ce rayon. Supposons, pour fixer 
les idées, que cette corde se déplace en 
restant perpendiculaire à un diamètre fixe 
OA, de façon à coYncider avec la tangente 
en A lorsque sa distance au centre sera 
égale au rayon. La longueur MM' diminue 
à mesure que la corde se rapproche de la 
tangente en A, d'après le théorème pré- 
cédent, et Ton peut prendre le point M assez voisin du point A 
(c'est-à-dire la corde assez voisine de la tangente) pour que cette 
longueur soit aussi petite qu'on le veut, puisqu'on a MM' <2MA. On 
voit donc que les points M, M' se rapprochent indéfiniment Tun de 
l'autre et tendent à se confondre au point A : ce qu'on exprime en 
disant que la tangente a, avec la circonférence^ deux points communs 
confondus en A. Nous verrons que celte manière de parler permet 
d'énoncer plus rapidement un certain nombre de théorèmes. 




FiG. 63. 



52. Si deux cordes d'une circonférence sont égales et qu'on les prolonge, s'il y a 
lieu, jusqu'à leur point d'intersection, les segments compris entre ce point et les 
extrémités des deux cordes sont égaux chacun à chacun. 

53. Quel est le lieu des milieux des cordes d'une circonférence qui ont une 
longueur donnée? 

54. Quelle est la plus petite corde d'une circonférence qu'on puisse mener par 
un point intérieur à cette courbe ? 
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CHAPITRE IV 

INTERSECTION DE DEUX CERCLES 

65. Ikux circonférences ne peuvent avoir plus de deux points 
communs y d'après le théorème du n* 57. 

Théorème. — Lorsque deux circonférences se coupent^ la droite 
qui joint leurs centres est perpendiculaire sur la corde commune et la 
divise en deux parties égales, Lorsqu elles ont un seul point commun ^ 
ce point est situé sur la ligne des centres^ et réciproquement. 

En efiFet, la ligne des centres est pour les deux cercles un axe de 
symétrie commun. Si les deux courbes se coupent en un point non 
situé sur cette ligne, le second point commun est le symétrique 
du premier. Si le point commun est unique, il est par suite 
nécessairement sur la ligne des centres. 

Réciproquement, s'il y a un point commun situé sur la ligne des 
centres, ce point est le seul commun. Car un second point d'inter- 
section serait, ou sur la ligne des centres, auquel cas les deux 
circonférences auraient un diamètre commun; ou extérieur à cette 
ligne, ce qui entraînerait l'existence d*un troisième point commun. 
Dans les deux hypothèses, les deux cercles coïncideraient. 

Définition. — On dit que deux courbes sont tangentes si elles ont 
la même tangente au même point. 

D'après le théorème qui précède, cette définition, dans le cas de 
deux cercles, revient à celle-ci : Deux circonférences tangentes sont 
deux circonférences qui ont un seul point commun; car un point 
commun, où la tangente est la même, est nécessairement un point 
de la ligne des centres, et réciproquement (58, Corollaire). 

66. Soient 0, 0' les centres de deux circonférences dont les 
rayons sont R, R', en supposant, pour fixer les idées, que R' soit le 
plus petit des deux : R'-^P. : ' - 




60 



glométiue:. 




Fio. 6(. 



Il peut se présenter cinq cas : 

l» 00'>R + R'(Ar/-64). 

Soit alors M un point situé sur la circonférence 0' ou intérieur à 

cette circonférence, de 
sorte que 0'M<R'. On 
aura (26, Corollaire). 

0M>00' — O'M 
>R-|.R'_0'M>R. 

Donc, tout point com- 
pris dans le second cercle 
est extérieur au premier, 
et tout point du premier 
extérieur au second. Les deux circonférences sont dites extênevres, 

2° 00' = R + R'. Alors 00' peut être regardé comme la somme de 

deux segments OA, O'A 
(/?/7.65),respectivementégaux 
à R et R'. Le point A est com- 
mun; d'ailleurs pour tout 
autre point, les raisonnements 
précédents continuent à s'ap- 
pliquer. Les circonférences 
sont donc tangentes extérieu- 
Fio. 65. rement, 

3° R-f R'>00'>R — R. 

Dans ce cas, le rayon R' est compris entre la somme et la diffé- 
rence des deux longueurs 
00', R. 

Donc, des deux points A, B 
où la circonférence coupe 
la ligne des centres, Tun est 
extérieur, l'autre intérieur à la 
circonférence 0' {fig. 66) : par 
suite la circonférence 0, qui 
est une ligne allant du point 
A au point B, rencontre cette deuxième circonférence en un point 





Fig. 66. 
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différent de A et de B, cest-à-dire situé en dehors de la ligne 
des centres. 

Les deux circonférences ont donc deux points communs. Elles 
sont dites sécantes. 

A" 00'==R — R. 

Dans ce cas, 00' peut être regardé comme la différence de deux 
segments 0\,0 \{fig, 67) respectivement égaux à R, R'. Le point A 
de la ligne des centres est commun, de 
sorte queles circonférences sont tangentes. 

Soit d*ailleurs M un point situé sur 
la circonférence 0' ou à Tintérieur de 
cette circodférence. On a successivement i i v — ;? ^a 

I ■ V ^ ' i 

1 \ ^ ' M 

OM < 00' + O'M < 00' + R', 

c'est-à-dire OM<R. 

Le point M est donc nécessairement à 
l'intérieur de la circonférence ou sur 

cette circonférence, ce dernier cas ne pouvant se présenter que 
pour le seul point A. Le cercle 0' tout entier, à l'exception du 
point A, est donc à l'intérieur de 0. Les 
circonférences sont tangentes intérieu- 
rement, 

5*» 00'<R — R'f/î/;. 68). 

Soit encore M un point intérieur à 0' ou 
situé sur 0'. Il viendra. 

OM < 00' + O'M < 00' + R' < R. 
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Donc, tout le cercle 0' est à l'intérieur 
de 0. Les deux circonférences sont inté- Fig. es. 

rieures Tune à l'autre. 

L'énumération que nous venons de faire embrasse tous les cas 
possibles. Il en résulte que les réciproques des conclusions précé- 
dentes sont vraies. Par exemple, si deux circonférences sont 
sécantes, la distance des centres est comprise entre la somme des 
rayons et leur différence : car si cette distance était supérieure à la 
somme des rayons, les circonférences seraient extérieures ; si elle 
était égale à cette même somme, les deux circonférences seraient 
tangentes extérieurement, etc. 
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Au reste, chacune de ces réciproques se démontre directement. 
Ainsi, dans le cas des circonférences sécantes, le point d'intersection 
forme avec les deux, centres un triangle et les théorèmes du n® 26 
fournissent la conclusion précédente. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — 1" Si deux circonférences so7it extérieures, la distance 
des centres est plus grande que la somme des rayons, et réciproquement ; 

2** -Si elles sont tangentes extérieurement, la distance des centres est 
égale à la somme des rayons, et réciproquement ; 

3** Si elles se coupent^ la disiance des centres est comprise entre la 
somme des rayons et leur différence, et réciproquement ; 

4* Si elles sont tangentes intérieurement, la distance des centres est 
égale à la différence des rayons, et réciproquement ; 

5° Si Vune est intérieure à Vautre, la distance des centres est moindre 
que la différence des rayons, et réciproquement. 

On peut encore dire : Deux cercles sont extérieurs, intérieurs, 
sécants ou tangents, suivant que les segments quils déterminent sur la 
ligne des centres sont extérieurs, intérieurs, empiètent Vun sur Vautre 
ou ont une extrémité commune. 

67. Si deux circonférences, d'abord sécantes, varient de manière 
à devenir tangentes en un point A, leurs points d'intersection se 
rapprochent indéfiniment Tun de Tautre et du point A (Voir 
Exercice 55.) 

Aussi dit-on, comme précédemment (64), que deux circonférences 
tangentes ont deux points communs confondus, 

EXERCICES 

55. Soient le centre d'une circonférence de rayon n, 0' le centre d'une autre 
circonférence de rayon W qui coupe la première; A l'un des points où la ligne 00' 
coupe la circonférence 0, B un autre point pris sur cette mùme circonférence d'une 
façon arbitraire et, en particulier, aussi près qu'on le veut de A. 

Montrer que les deux circonférences ont un de leurs points d intersections situé 
sur le petit arc AB : 

Lorsque le point O'est sur le prolongement de OA au delà du point A, si la diffé- 
rence Il + R' — 00' est moindre que 0B+ O'B — 00'; 

Lorsque le point 0' est sur OA lui-même, si la différence 00' — (B — R') est plus 
que 00' — (OB — O'B); 
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Lorsque le point 0' est sur OA prolongé au delà de 0, si la différence 
00' — (U'— R) est plus petite que 00' — (O'B - OB). 

56. Quelle est la plus petite et quelle est la plus grande droite qu'on peut mener 
entre deux circonférences? 

57. Quel est le lieu des centres des circonférences de rayon donné qui touchent 
une circonférence fixe? 

58. Si, par le point de contact de deux circonférences tangentes, on mène une 
droite quelconque, celle-ci coupe les deux courbes en deux autres points tels que les 
rayons qui y aboutissent sont parallèles. 

59. Deux circonférences tangentes intérieurement restent tangentes si, sans 
changer les centres, on augmente ou diminue les rayons d'une même quantité. 

Deux circonférences tangentes extérieurement restent tangentes si, sans changer 
les centres, on diminue Tun des i*ayons en augmentant Tautrc de la même quantité. 



CHAPITRE V 

MESURE DES ANGLES 

68. Mesures en général('). — On sait qu on appelle rapport de 
deux grandeurs de même espèce, le nombre qui exprime combien 
de fois Tune des grandeurs contient Tautre ou une partie aliquotc 
de cette autre. 

Il peut arriver que nulle partie aliquote, si petite qu'elle soit, de 

la seconde grandeur, ne soit contenue exactement dans la première. 

i 
Alors le rapport sera défini par l'ensemble de ses valeurs à - près, 

lesquelles expriment combien de fois la première grandeur contient 

la H— partie de la seconde avec un reste plus petit que cette 

n— partie; n prenant d'ailleurs toute la suite des valeurs entiëref 

En particulier, le rapport de deux grandeurs de même espi 



(1) Voir pour toutes les propriétés des rnpports et des mesures énon<MS«s dans 
Leçon» <£ Arithmitiqtie do M. Tannery. rhap. x et xiii. 
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est égal au rapport de deux grandeurs de même espèce l'une que 
Tautre (mais non nécessairement que les premières) A', B' si, quel 

1 

que soit 7?, la valeur à- près du premier rapport est égale à la 

valeur à - près du second. 

H 

La mesure d*une grandeur, relative à une grandeur déterminée de 
même espèce prise pour unité, est le rapport de la grandeur donnée 
àTunité. 

On démontre d ailleurs les propriétés suivantes : 

1° Deux grandeurs qui ont même mesure^ relativement à une même 
unités sont égales; 

2° Le rapport de deux grandeurs de même espèce est égal au rapport 
des nombres qui leur servent de ynesures respectives^ relativement à 
une même unité; 

3° Le rapport de deux nombres est égal au quotient de ces deux 
nombres ; 

4** Etant donnée la mesure d'une grandeur relative à une unité déter- 
minée^ si ton veut obtenir la mesure de cette même grandeur relative 
à une autre unités il suffit de multiplier la mesure primitive par 
le rapport de V ancienne unité à la nouvelle; 

Etc. 

69. Les définitions que nous venons de rappeler nous permettent 
d établir une convention essentielle pour la suite. 

Dorénavant, nous supposerons que toutes les grandeurs sur 
lesquelles nous raisonnerons aient été mesurées, une unité déter- 
minée ayant été choisie pour chaque espèce de grandeur; et, dans 
toutes les égalités que nous écrirons, les quantités qui figureront 
dans les deux membres ne représenteront plus les grandeurs 
elles-mêmes, mais bien leurs mesures. 

Nous pourrons ainsi écrire une foule d'égalités qui, autrement, 
n'auraient aucun sens. Par exemple, il pourra nous arriver d'égaler 
entre elles deux grandeurs d'espèce différente, puisqu'il s'agira de 
l'égalité des deux nombres qui les mesurent, égalité dont le sens est 
parfaitement clair. Nous pourrons de même écrire le produit de 
deux grandeurs quelconques, puisqu'on a défini le produit de deux 
nombres, etc. 
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D'ailleurs, quand nous écrirons, comme précédemment, l'égalité 
de deux grandeurs de même espèce, cette égalité aura la m^me 
signification que par le passé, car l'égalité des deux grandeurs et 
celle de leurs mesures reviennent Tune à l'autre (numéro précédent). 

70. Théorème. — Dans un même cercle ou dans des cercles égaux^ 
le rapport de deux angles au centre est égal à celui des arcs qu'ils 
interceptent. 

Soient (*) {fig, 69) les deux arcs AB, CD du cercle 0. Divisons 
l'angle au centre CODen ?i parties égales 
et supposons que l'une de ces parties 
puisse être reportée m fois, mais non 
în+1» ^2i"s l'angle AOB : la valeur 

è - près (par défaut) du rapport -p^rrr- 
n \Aji) 

m 
est—. 
n 

Mais, en divisant l'angle COD en n 
parties égales, nous avons du même ^v-ïgTù^. 

coup divisé Tare CD en n parties 

égales (63). Si la ?i'*'"*' partie de COD a pu être reportée m fois, 
mais non m -f- l sur l'angle AOB, il en résulte même numéro) 
que la w^"'" partie de CD peut être reportée m fois, mais non 

1 
m + 1 ^sms l'arc AB. Les valeurs à- près des deux rapports sont 

donc égales; et, ceci ayant lieu pour n'importe quelle valeur de », 
le théorème est démontré. 

Corollaire. — Si Von a pris^ pour unité d'angle^ l'angle au centre 
gui intercepte entre ses côtés Vunité d'arc^ tout angle au centre a 
même mesure que Parc compris entre ses côtés. 

Cet énoncé revient au précédent, puisque la mesure d'une 
grandeur est le rapport de cette grandeur à son unité. 

(1) Le théorème devient évident si Ton admet cette proposition d'arithmétique fTannery. 
Leçon» (T Arithmétique^ chap. xiii, n* 403): Deux grandeurs aont proportionnelles si ; !• à unfi 
même valeur de la première correspond toiy'ours une m*^me valeur de la seconde^ et 2* à la 
somMiê de deux valeurs de la première^ la somme des valeurs corrtfspondantes de la seconde. La 
seconde condition est ici vériilée évidemment, la première en vertu du n<* 63. 

La démonstration du texte ne fait d'ailleurs que reproduire, dans ce cas particulier, la 
démonstration da théorème général d'arithmétique. 

GéOMÉTRIE. ^ 
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71. Dans tout ce qui va suivre, il sera toujours supposé implici- 
tement que, sur chaque circonférence^ on a pris^ pour unité d'arc, 
rare intercepté par un angle au centre égal à L'unité d angle; moyen- 
nant quoi le corollaire précédent s'énonce sous la forme abrégée : 
L angle au centre a pour mesure Varc compris entre ses côtés. 

D'après la convention du n* 69, on peut écrire, AB étant un arc 
quelconque et le centre de la circonférence : 

ÀOB = arc AB. 

Il importe, toutefois, d'insister sur ce fait que l'égalité précédente 
suppose essentiellement Tunité d'angle et l'unité d'arc choisies de 
manière à vérifier la condition ci-dessus spécifiée. 

72. La circonférence a été divisée en 360 parties égales appelées 
degrés, dont chacune comprend 60 minutes^ lesquelles sont elles- 
mêmes divisées chacune en 60 secondes. On mesure les arcs en 
degrés el, par suite, les angles sont également mesurés en degrés, le 
nombre de degrés, minutes et secondes d'un angle étant le nombre 
de degrés, minutes et secondes de l'arc intercepté par cet angle sur 
une circonférence ayant son centre au sommet. Comme on peut 
disposer autour du centre quatre angles droits, l'angle droit cor- 
respond au quart de la circonférence, soit 90 degrés. Il en résulte 
que la mesure d'un angle au centre ne dépend pas du rayon de la 
circonférence sur laquelle on a compté les arcs, puisque l'unité 
d'angle choisie (le degré) a une valeur indépendante de ce rayon, à 
savoir la quatre-vingt-dixième partie de l'angle droit. 

On emploie, pour écrire les angles (ouïes arcs) en degrés, minutes 
el secondes, une notation abrégée : l'angle de 87 degrés, 34 minutes 
et 23 secondes, s'écrit : 87» 34' 25''. 

73. On nomme angle inscrit dans une circonférence, l'angle formé 
par deux cordes qui ont une extrémité commune; autrement dit, 
l'angle inscrit est celui qui a son sommet sur la circonférence. 

Théorème. — 7\nit angle inscrit dans une circonférence a pour 
mesure la moitié de l'arc compris entre ses côtés. 

Nous distinguerons trois cas : 

Premier cas. — L'un des côtés de l'angle inscrit passe par le 
centre. 
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Soit l'angle inscrit BAC [fig. 70) dont le coté AC passe par le 
centre 0. Joignons BO. Nous formons ainsi un triangle isoscèle OAB 



dans lequel les angles A et B sont 



égaux. L'angle extérieur BOC de ce 

triangle, égal à la somme A + B, 

est donc le double de l'angle A. 

Or cet angle BOC a pour mesure 
Tare BC ; par conséquent Fangle 

BAC a pour mesure la moitié du 
même arc. 

Deuxième cas. — Le centre est à 
l'intérieur de l'angle inscrit. 

Soit l'angle inscrit BAD [fig, 70). En joignant AO, qui coupe la 
circonférence en C, nous décomposons l'angle inscrit en deux 

parties BAC, CAD pour chacune desquelles notre théorème est déjà 
démontré (l" cas). On a donc 




- arc BC, 
CAD =^ arc CD, 

V 



BAC 



^ \ 



et, par addition. 



^' X 



i 



BAD =5 arc BD. 



Tboisièmë cas. — Le centre est à l'extérieur de l'angle inscrit. 

Soit l'angle inscrit BAE (fig, 70). Nous mènerons encore le 
diamètre AC et nous pourrons écrire 

^^ . 1 
BAC r= - arc BC, 

ÉAC = \ arc EC, 
2 



d'où, par difiFérence, 



BAÈ.— çarcBE. 



e. Q. F. D, 
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Corollaires. — I. Tous les angles inscrits dans le même segment de 
cercle sont égaux comme ayant même mesure. 

II. L'angle inscrit dans une demi-circonférence est droit comme 
ayant pour mesure le quart de la circonférence. 

74. Théorème. — L'angle formé par une tangente et une corde issue 

du point de contact a pour mesure la 
moitié de Varc intercepté jmr la corde. 

L'angle BAT, formé par la tangente 
AT et la corde AB {fig, 71) peut en effet 
être considéré comme la limite de 
Tangle formé par la corde AB avec la 
corde AA', lorsque le point A' se rap- 
proche indéfiniment du point A. 

Au reste, la démonstration donnée 
pour le troisième cas du théorème pré- 
cédent s'applique encore ici ; l'égalilé 

EAC =z .- arc EC doit simplement être remplacée par 

TAC = - arc AC, 

qui résulte de ce que TAC est droit et Tare AC égal à la demi- 
circonférence. 

75. Théorème. — L'angle formé par deux sécantes qui se coupent à 

iintérieur d'un cercle a pour mesure la 
demi-somme des arcs interceptés lun 
entre ses côtéSy Vautre entre ces côtés 
prolongés. 

Soit l'angle BAC [fig. 72) dont les côtés 
prolongés vont couper la circonférence 
en B' et C. Joignons BC. Les angles 

C et B ont respectivement pour mesure 
les moitiés des arcs BC, B'C, Or ces 

deux angles ont pour somme l'angle A, 
extérieur au triangle ABC 

• 

76. Théorème. — L'angle formé par deux sécantes qui se ren- 




FlG. 
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contrent hors du cercle a pour mesure la demi-différence entre l'arc 
concave et rare convexe compris entre 
ses côtés. 

Soit Tangle BAC {fig, 73) formé par 
les sécantes AB B, AC'C. Joignons en- 

core .BC. L'angle BCC, extérieur au 
triangle ABC, est égal à la somme 

A -}- B. Donc on peut évaluer Tangle A 

comme la différence BC'C — B : ce qui 
démontre le théorème, puisque Tangle 

BC'C intercepte Tare BC et l'angle B, 
rare B'C. 




Fio. 73. 



Remarqui::. — Si Tune des sécantes, 
AB'B par exemple, est remplacée par 
une tangente AT [fig. 74), le théorème 
et sa démonstration subsistent sans aucune modificalion, à la 
condition de faire jouer au point T à la fois 
le rôle du point B et celui du point B': en 
un mot, d'admettre que la tangente a, avec 
la circonférence, deux points communs confon- 
dus en T, conformément à la convention 
du n*" 64. 

77. Théorème. — Le lieu géométrique des 

points situés d^un même côté d'une droite et 

(Toù Von voit un segment donné de cette droite 

sous un angle donné 
est un arc de cercle 
terminé aux extrémi- 
tés du segment. 

Soient en effet AB 
le segment de droite donné; M un point 
du lieu(*), c'est-à-dire un point tel que 

''**^- '^- Tangle AMB soit égal à Tangle donné 

ifiO' 75). Si par les points A, M, B, nous faisons passer un arc 





Fiii. TL 



(1) Il existe certainement de tels points. On en obtient en menant, par les points A et R, des 
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de circonférence terminé aux points A et B, tout point de cet arc 

appartiendra au lieu, puisque Tangle AM'B sera égal àFangle AMB (73) . 
Au contraire, tout autre point N du plan (situé du même côté de la 
droite AB) sera soit intérieur, soit extérieur à la circonférence que 

nous venons de tracer. Dans le premier cas, Tangle ANB sera plus 
grand que Tangle donné (75) ; dans le second cas plus petit (76), et 
par conséquent le point N ne fera pas partie du lieu. 

c. Q. F. D. 

Le segment de cercle ainsi tracé est dit le segment capable de 
Tangle donné décrit sur AB. 

Si nous faisions abstraction de la condition, imposée aux points 
du lieu, d'être d'un coté déterminé de AB, il est clair que le lieu se 
composerait de deux segments de cercle symétriques Tun de l'autre 
par rapport à AB. 

78. Lorsque Tangle donné est droit, l'énoncé précédent, combiné 
avec le corollaire II du n* 73, nous montre que le lieu des points 
(Voù ton voit un segment de droite donné sous un angle droite est la 
circonférence qui a ce segment pour diamètre. 

C'est ce qui résulte aussi des deux corollaires du n° 48. 

79. Quatre points pris au hasard ne seront pas, en général, sur 
une même circonférence ; car trois d'entre eux déterminent un 
cercle qui, en général, ne passera pas par le quatrième point. 

La condition pour que quatre points appartiennent à un même 
cercle va nous être fournie par le théorème suivant : 

Théorème. — Dans tout quadrilatère convexe inscrit dans un cercle, 

les angles opposés sont supplémentaires. 
Dans le quadrilatère inscrit ABCD 
{fig. 76) : 

L'angle A a pour mesure le demi- 
arc DCB ; 

L'angle C a pour mesure le demi-arc 
DAB. 
Les arcs DCB, DAB ayant pour somme 

la circonférence entière, la somme A + C 

parallèles aux côtés d'un angle égal à l'angle donné et choisissant, entre les deux sommets 
nouveaux du parallélogramme ainsi formé, celui qui est, par rapport à ÂB, du côté voulu. 
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est égale à Tangle au centre qui correspond à la demi-circonfé- 
rence, c'est-à-dire à deux droils. 

80. Réciproque. — Si^ dans un quadrilatère convexe^ deux angles 
opposés sont supplémentaires^ le quadrilatère est inscriptible à un 
cercle. 

Soit le quadrilatère ABCD (/?//. 76), dans lequel les angles A et C 
sont supplémentaires. L'arc de cercle qui joint les points D, A, B, 
prolongé au delà de BD, est le lieu des points d'où Ton voit la 
droite BD sous un angle constant (77), lequel est (79) supplémen- 

taire de Tangle A. Cet arc de cercle passe donc par le point C. 

81. Remauque. — Dans tout quadrilatère ABCD, on peut consi- 

^\ /. /s /\ 

dérer les quatre angles A, B, C, D, puis, 
en menant les diagonales AC, BD, les huit 
angles que nous avons numérotés de 1 à 
8 sur la figure 77. 
Si le quadrilatère est inscriptible : 

1° A et c sont supplémentaires; 

2° B et D sont supplémentaires; 

3** 1 et 4 sont égaux (comme inscrits 
dans le même segment); de même: 

4* 5 et 8 sont égaux; 
5° 2 et 7 sont égaux ; 

6° 3 et 6 sont égaux. 

Inversement, si Tune quelconque de ces conditions est vérifiée, le 
quadrilatère est inscriptible (77, 80). 

Donc chacune des conditions 1°, 2", 3°, 4*, S"", 6* entraîne toutes les 
autres, 

82. Les conditions 1** et 2** qui figurent dans la remarque précé- 
dente peuvent se mettre sous une forme qui les rapproche des 
conditions 3"^ — 6". 

Remarquons d'abord que, les points A et B {fiq, 11) étant du 
même côte de CD, les triangles CDA, CDB ont le même sens de 

rotation, de sorte que les angles égaux DAC, DBC sont de même 

sens. Il en est de môme pour les angles ACB, ADB, etc. Au contraire. 
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les angles DAB, DCB sont de sens différents, puisque A et C sont de 
part et d'autre de BD. Prolongeons alors I)A au delà du point A 

suivant Ax, de manière à former un angle xAB de môme sens que 

DCB : nous voyons que ces deux angles de même sens sont égaux 

si les angles DAB, DCB sont supplémentaires, et nous arrivons à la 
conclusion suivante : 

Si les quatre points A, B, C, D sout sur une même chrouférence, 

les angles de même sens formés par les droites AC, AD d*une pari ; 

BC. BD d'autie part sont égaux; et sont remplies également toutes les 

conditions que Von déduit de la précédante en peintiutant les lettres 

A, B, C, D. 

Inversement, Vune quelconque des six conditions précédentes 
entraine Vinscripiibilité du quadrilatère et^ par suite, les cinq autres 
conditions, 

82 bis. L'énoncé du n*» 77 peut de même être remplacé par le 
suivant : Le lieu des sommets des angles égaux et de même sens dont 
les côtés {prolongés, s'il y a lieu) passent par deux jwints donnés, 
est une circonférence qui passe par ces deux points. 

Comme loule circonférence peut être obtenue de celte manière, 
cet énoncé peut être considéré comme une nouvelle définition de 
la circonférence, équivalente à la première et susceptible de la 
remplacer au besoin. 



60. Lieu des milieux des cordes d'un cercle qui passent par un point fixe. 

61. Sur chaque rayon d'un cercle, on prend, à partir du centre, une longueur 
égale à la distance de rextréniilé de ce rayon à un diamètre fixe. Lieu des extrémités 
des segments ainsi obtenus. 

62. On donne un cercle et une corde fixe AB de ce cercle. Soit Cl) une seconde 
corde mobile, mais de longueur constante : 

1* Lieu du point d'intersection 1 des droites AC, BD; 
2» Lieu du iwint d'intersection K des droites AD, BC; 

3* Lieux des cercles circonscrits aux deux triangles ICD, KCD. Montrer que ces 
lieux sont respectivement égaux aux deux premiers. 

63. A, B étant deux points fixes d'une circonférence, M un point variable de crtte 
courbe, on prolonge la droite MA d'une longueur MN = MB. Lieu du point N. 

64. A, B, C étant trois points d'une circonférence, on joint les milieux des 
arcs AB, AC. Montrer que la droite de jonction intercepte sur les cordes AB, A(], à 
partir du point A, des segments égaux. 



MESUIŒ UKS ANGLES.' 73 

65. Si, par les points d'intersection A, B de deux circonférences, on mène deux 
sécantes quelconques, les cordes qui joignent les nouvelles intersections de ces 
droites avec les deux circonférences sont parallèles. 

66. Les bissectrices des angles d'un quadrilatère quelconque fornient un quadri- 
latère iuscriplible. Il en est de même des bissectrices des angles extérieurs. 

67. Par le milieu C d'un arc de cercle AB, on niène deux droites quelconques qui 
coupent la circonférence en D, E et la corde AB en F, G. Démontrer que le 
quadrilatère DEFG est inscriptible. 

68. On donne un cercle et sur ce cercle un point fixe P, une droite et sur celte 
droite un point fixe Q. Par les points P,Q on fait passer une circonférence variable, 
qui coupe à, nouveau la circonférence donnée en R et la droite donnée en S. 
Démontrer que la droite US coupe la circonférence donnée en un point fixe. 

69. Deux circonférences se coupent en A,B. Par le point A on mène une sécante 
mobile qui coupe à nouveau les circonférences en C, C. Montrer que CC' est vu du 
point B sous un angle constant, et que cet angle est aussi celui des rayons qui 
aboutissent aux points C, C. 

Par le point A, on mène une deuxième sécante coupant les circonférences en D, D'. 
Montrer que l'angle des cordes CD, CD' est égal au premier ou à son supplément. 
— Que devient cet énoncé lorsque les deux sécantes viennent à se confondre? 

70. Dans tout triangle, les symétriques du point de rencontre des hauteurs par 
rapport aux trois côtés sont sur le cercle circonscrit. 

71. Démontrer que les hauteurs d'un triangle sont les bissectrices des angles du 
triangle formé par leurs pieds. 

On appliquera la méthode du n** 82 aux quadrilatères formés par deux c<Hés et 
deux hauteurs, en démontrant que ces quadrilatères sont inscriptibles et utilisant 
les propriétés angulaires qui en résultent. 

La même marche s'applique dans un certain nombre de questions, en particulier 
dans la suivante. 

72. Les pieds des perpendiculaires abaissées d'un point du cercle circonscrit à un 
triangle sur les trois côtés sont en ligne droite (Droite de Simson), 

Réciproquement, si les pieds des perpendiculaires abaissées d'un point du plan 
d'un triangle sur les trois côtéi^ sont en ligne droite, ce point est sur le cercle 
circonscrit. 
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Fia. 81 bis. 



Si le point est extérieur à la droite, on pourra prendre, comme 
rayon commun des circonférences qui servent (constr. 1) à trouver la 
perpendiculaire au milieu de AB, la distance OA : on n'aura pas ainsi 

à changer l'ouverture du compas. 
Les deux circonférences se cou- 
pent au point et en un point ()', 
symétrique du premier par rap- 
port à AB (fig. 81 bis). Celte sim- 
plification n'est pas applicable 
quand le point est sur la droite, 
puisqu'il coïncide avec 0': il en 
est de môme si le point est très 
voisin de la droite ; car alors les 
deux points 0, 0', étant très voisins l'un de l'autre, ne déter- 
minent pas bien la droite qui les joint. 

Constr. 3. — Mener la bissectrice (Tun angle donné AOB {fig. 82}. 

On portera sur les cùtés de l'angle deux lon- 
gueurs égales OA, OB, de manière à former un 
triangle isoscèle. La bissectrice de Tangle donné 
n'est autre que la perpendiculaire au milieu de 
AB (23). 

Même simplification que plus haut pour le 
tracé des arcs de cercle. 

86. Const.4. Construire un trinnglf*, connaissant 
les trois côtés. 





C|- 
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Ayant pris la droite BC égale au premier coté (fig. 83), on décrit, 
des points A et C comme centres, des circonférences ayant respec- 
tivement pour rayons les deux autres cùtés : leur intersection A 
donne le troisième sommet du triangle. On a ainsi pour ce sommet 
deux positions possibles, puisque les circonférences se coupent en 
deux points, mais les triangles correspondants, étant symétriques 
l'un de l'autre par rapport à BC, sont égaux entre eux. 
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Conditions de possibilité, — Pour que les deux circonférences se 
coupent, il faut et il suffit (66) que le premier coté soit compris 
entre la somme des deux autres et leur différence, ou (26, Coroll.) 
que chaque côté soit plus petit que la somme des deux autres. 

Quand on connaît Tordre de grandeur des côtés, il suffit décrire 
que le plus grand côté est plus petit que la somme des deux autres. 

Constr. 5. — Par un point pris sur une droite, mener une autre 
droite faisant avec la première un angle égal à un angle donné. 

Sur les côtés de l'angle donné 0, on prend deux points arbitraires 
A, B et on construit un triangle égal à OAB, en portant le côté 
correspondant à OA sur la droite donnée à partir du point donné. 

Dans la pratique, on prend le triangle (3AB isoscèle, de façon à 
n'avoir que deux ouvertures de compas différentes à prendre. 

Constr. 6. — Connaissant deux angles d'un triangle, trouver le 
troisième. 

On construit deux angles adjacents, respectivement égaux aux 
deux angles donnés et, en prolongeant Tun des côtés extérieurs, on 
forme un troisième angle égal au supplément de la somme des deux 
premiers, c'est-à-dire au troisième angle cherché. 

Condition de possibilité. — La somme des deux angles donnés doit 
être inférieure à deux droits. 

Constr. 7. — Construire un triangle, connaissant deux côtés et 
l'angle compris. 

Sur les côtés d'un angle égal à l'angle donné, on porte les côtés 
donnés. 

Constr. 8. — Construire un triangle, connaissant un côté et deux 
angles. 

Tout d'abord, connaissant deux angles, on connaît les trois 
(Constr. 6) et ^n particulier les deux adjacents au côté donné : on 
les placera aux extrémités de ce côté (Constr. 5). 

Môme condition de possibilité que pour la constr. 6. 

87. Constr. 9. — Construire un triangle, connaissant deux côtés et 
Vangle opposé à iun d'eux. 

Soit un triangle ABC, dans lequel on donne l'angle A et les 
côtés a, b, respectivement opposés aux angles A, B. 
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Ayant tracé un angle égal à A (fi(j. 84), on portera sur l'un des 
entés une distance AC égale à b. Le point C étant ainsi déterminé, le 

point B doit se trouver sur une cir- 
. conférence ayant C pour centre et a 

\ pour rayon. L'intersection de cette 

\ circonférence avec le second côté 

\ , de Tangle A donne donc ce sommet 
T^- B, ce qui achève de déterminer le 
^^''' ^'- triangle. 

Discussùm, On aura une solution du problème chaque fois que la 
circonférence dont nous venons de parler coupera la derai-droile \x 
(fig. 84), second côté de Tangle A. 

Du point C, abaissons sur \x la perpendiculaire CH. 

1° Si CH>rt, la circonférence ne coupe pas la droite et le 
pro blême est impossible. 

2" Si CH<a, la circonférence coupe la droite indéfinie Aa* en 
deux points B', B^. Mais il resle à savoir si ces points sont sur la 
demi-droite Ax ou de l'autre côté du point A. 

Nous distinguerons deux cas : 

') L'angle A est aign. En ce cas le point H, milieu de B'B'', est situé 
sur la demi-droite A.r. Il en est donc nécessairement de même de 
l'un au moins des points B', B", de sorte qu'i7 y a toujours au moins 
une solution. Il y en a une seconde si le second point est entre A et 

!I, ce qui arrive lorsque a <^b, et alors 

seulement. 

") V angle A est obtus [fig. 85). Alors le 
point H ne sera pas sur la demi-droite kx : 
par conséquent l'un au moins des points 
B', B" ne répondra pas à la question : // 
y a au plus une solution. Il y en a une si 

ce second point est plus éloigné de H que le point A, ce qui arrive 

lorsque a^ b et alors seulement. 

SI bis. Enfin, si l'angle A est droit, le problème s'énonce ainsi : 
Construire un triangle rectangle^ comiaissant Vhypotênuse et un côté 
de l'angle droit. Il admet une solution si l'hypoténuse est plus grande 
que le côté donné. 
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Remarque. — De ce qui précède résulte le théorème suivant : 

Théorème. — Quand deux triangles ont deux calés égaux chacun à chacun, 
ainsi que C angle opposé à Vun d'eux, les angles opposés aux seconds côtés 
sont égaux ou sttpplémcntaires. Le premier cas {qui entraîne l'égalité des 
deux tnangles) se présente toujours, si Vangle donné comme égal départ et 
d\tulre est droit ou obtus, 

88. Constr. 10. — Par un point, mener une parallèle à une droite. 

Prenant sur la droite deux points quelconques A et B (fiff 86), je 
trace, du point donné comme centre, une circonférence de rayon 
AB et, du point B comme centre, 
une circonférence de rayon OA. 
Ces deux lignes se coupent (du 
côté deOBoù n'est pas le point A) 
en un pointCqui appartient à la pa- 
rallèle cherchée; car le quadrila- 
tère ABC, ayant ses c<jtés opposés 
égaux, est un parallélogramme. 

On prendra de préférence AB = OA, de manière que toutes les 
circonférences tracées aient même rayon. 

89. Les constructions 2 et 10 peuvent s'effectuer à Taidc de 
Téquerre. 

Pour effectuer la construction 2 : Mener par un point la perpendi- 
culaire à une droite, on applique le bord de la règle sur la droite 
donnée et Ton fait glisser, le long de cette règle, Tun des côtés de 
Téquerre jusqu'à ce que le second côté, perpendiculaire au premier, 
passe par le point donné {fifj, 87) et par suite soit la perpendiculaire 
cherchée. 

Cette construction sup- 
pose la condition, en 
général insuf fisammen t 
remplie, que Tangle de 
l'équerre soit droit; aussi 
n'est-elle pas employée ît" 
dans les épures oQ Ton 
recherche l'exactitude. 

Pour effectuer la construction 10 : Mener par un point la parallèle 
à une droite, on fait d'abord coïncider un côté de Téquerre avec la ^r 
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droite donnée [fig, 88). Appliquant ensuite la règle contre un des 
deux autres côtés et la maintenant dans cette position, on fait 

glisser Téquerre le long 
de la règle jusqu'à ce que 
son bord primitivement 
en coïncidence avec la 
droite donnée, vienne pas- 
ser par le point donné. 
La nouvelle droite ainsi 
obtenue et l'ancienne sont 
bien parallèles comme 
formant avec une même 
sécante (le bord de la 
règle) des angles corres- 

pondants égaux (A, A', 

sur la figure). 

Cette construction suppose simplement que les cotés de la règle 

et de Téquerrc sont rectilignes. Aussi, non moins exacte et plus 

simple que la construction au compas, est-elle usitée dans la 

pratique à l'exclusion de celle-ci. 

90. Constr. 11. — Diviser un arc de cercle en deux parties égales. 

On mènera la perpendiculaire au milieu de la corde de cet arc 
(Constr. 1). 

Constr. 12. — Conslruire la circonférence qui passe par (rois 
points donnés A, B, C non en ligne droite. 

On mène les perpendiculaires aux milieux des droites qui joignent 
les trois points deux à deux : leur intersection donne le centre 
cherché ; le rayon sera OA. 

La circonférence ainsi obtenue est dite circonscrite au triangle 
formé par les trois points. 

En générai, un polygone (ou une ligne brisée) est dit inscrit à une 
ligne et celle-ci circonscrite à lui, lorsque tous les sommets du 
polygone sont sur la ligne. 

Remarque. — Si les trois points A, B, C étaient en ligne droite, il 
n'y aurait plus de circonférence; mais on devrait la considérer 
comme remplacée par la ligne droite ABC. i'ne ligne droite peut 
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élre^ en effet, regardée comme cas limite d'une circonférence^ le centre 
de celle-ci s'éloignanl indéfiniinent. Effectivement, la ligne droite AB 
est le lieu des points d'où Ton voit le segment AB sous un angle 
constant, à savoir un angle nul ou égal à deux droits. On peut, 
d'ailleurs, démontrer directement qu'une circonférence passant par 
deux points fixes A, B et dont le cenlre s'éloigne indéfiniment, a 
pour limite la droite AB (en définissant convenablement ce que Ton 
doit entendre par cette locution}. (Voir Exercice 147). 

Constr. 13. — Construire une circonférence, connaissant deux 
points A, B et la tangente AT en run d'eux. 

Le centre sera à l'intersection de la per- 
pendiculaire au milieu de AB et de la perpen- 
diculaire à AT en A. La circonférence du 
centre et de rayon OA sera d'ailleurs bien / 
tangente à AT en A et passera par le point B 

(A?. 89). ^ 

Reuarqub. — Cette construction est un cas 
limite de la précédente, d'après la définition générale des tan- 
gentes (59). 

Constr. 14. — Décrire^ sur une droite donnée, le segment capable 
d'un angle donné. 

Soit AB la droite donnée. On construit un point M du lieu (note 
du n° 77) et on trace la circonférence AMB; ou encore, on remarque 
que la tangente en A à la circonférence cherchée fait avec AB l'angle 
donné (73, 74), ce qui permet de la construire (Constr. 5) et l'on est 
ramené à la construction précédente. 

91. Constr. 15. — Afener la tangente en un point d'une circon- 
férence. 

On mène une perpendiculaire au rayon du point de contact. 

Constr. 16. — Mener à un cercle une tangente parallèle à une 
direction donnée. 

Le diamètre du point de contact n'est autre que le diamètre 
perpendiculaire à la direction donnée : ce diamètre 
extrémités et il y a par conséquent deux solutions. 
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Mener une tangente à un cercle par un point de son 
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Constr. 17. - 
plan. 

Soit à mener par le point A la tangente au cercle (fig. 90). 

Supposons, pour un 

,---' •., instant, le problème 

résolu et soit T le 
point de contact 
d*une tangente au 
cercle donné pas- 
sant par le point 

donné. L'angle ATO 
étant droit, le point 
T appartient à la 
circonférence qui 
a pour diamètre 
OA. 
Inversement, si un point T de la circonférence donnée appartient 
à la circonférence décrite sur OA comme diamètre, la tangente au 

point T passe par le point 

A, puisque l'angle OTA 
est droit. 

Les points T qui répon- 
dent à la question seront 
donc les points communs 
à la circonférence donnée 
et à la circonférence dé- 
crite sur OA comme dia- 
mètre. 

Autre jncthode. So'ii tou- 
jours T le point de contact 
cherché. Prolongeons la 
ligne OT, au delà du point 
T, d'une longueur égale 
à elle-même jusqu'en 0' 
i/ig, 91). TA étant per- 
pendiculaire sur OT, le point 0' est le symétrique du point par 
rapport à AT, de sorte que AO' = AO. Le point 0' appartient donc 
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à une circonférence de centre A el de rayon AO. Comme il appar- 
tient d'ailleurs à une circonférence qui a même centre que la 
circonférence donnée et un rayon double, il est déterminé par l'inter- 
section de ces deux lignes. 

Inversement, si le point 0' est tel que AO' = AO, le point T, 
milieu de 00', est le point de contact d'une tangente menée par A à 
la circonférence de centre et de rayon OT, en vertu des propriétés 
du triangle isoscèle. 

Discussion. — Partons, par exemple, de la seconde construction. 
Il faut, pour qu'il y ait une solution, que les deux circonférences qui 
déterminent le point 0' se coupent, c'est-à-dire (66) que la distance 
de leurs centres soit comprise entre la somme et la différence de 
leurs rayons. Ceci donne, en appelant R le rayon de la circonférence 
donnée : 

(1) A0<2R + A0 
et 

(2) AO > AO — 2R 

ou (3) A0>2R — AO, 

(suivant que AO est plus grand ou plus petit que 2R). Les inégalités 
(1) et (2) sont évidemment vérifiées d'elles-mêmes. L'inégalité (3) 
peut s'écrire 2AO>2R ou A0> R. 

Donc le problème est impossible si le point A est intérieur au cercle: 
Si au contraire le point A est extérieur ^ il y a deux solutions, puisque 
les circonférences se coupent en deux points. Enfin si le point A 
est sur le cercle, les circonférences qui déterminent le point 
0' sont tangentes et il y a une seule solution, la tangente au 
point A, ou plutôt deux solutions confondues : car, d'après ce que 
nous avons remarqué (67), si le point A se rapproche indéfiniment 
de la circonférence, les deux points de contact et, par suite, les deux 
tangentes tendent à se confondre. 

92. Théorème. — Les deux tangentes menées d'un point à un cercle 
sont égales et font des angles égaux avec le diamètre passant par le 
point. Ce diamètre est perpendiculaire sur la corde qui joint les 
points de contact {fig. 90). 

En effet, les deux points de contact sont symétriques l'un de 




81 



GÉOMÉTRIE. 



Tautre par rapport à OA [fig, 90), puisqu'ils sont déterminés par 

l'intersection de 
deux circonféren- 
ces ayant leurs 
centres sur cette 
ligne (65). 
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93. Constr. 18. 

— Mener les imifjen- 
ies communes à deux 
cercles. 

Soit à mener les 
tangentes commu- 
nes aux deux cir- 
conférences et 0', de rayons respectifs R et R'. Ces tangentes com- 
munes peuvent être 
A- de deux sortes : elles 

peuvent être extérieur 
res [fig. 92), c'est-à- 
dire laisser les deux 
cercles d'un même 
côté; ou intérieures 
[fig. 93), lorsque les 
deux cercles sont de 
part et d'autre de la 
tangente. 

I'* Tangentes com- 
munes extérieures, — Supposons le problème résolu et soit AA' 
la tangente cherchée (/î^. 92), les points de contact étant A et A\ 
de sorte que OA et C'A' sont perpendiculaires à AA'. Par le point 0' 
soit menée une parallèle O'C à A A' jusqu'à rencontre en C avec OA. 
C'est ce point C que nous allons déterminer. 

A cet effet, nous remarquerons que le quadrilatère CAA'O' est un 
rectangle, de sorte que l'on a AC = R' et par suite (*) OC = R — R'. 
Le point C appartient donc à une circonférence que nous pouvons 
décrire, puisque nous en avons le centre et le rayon, égal à la diffé- 

(1) Nous avons supposé, pour fixer les idées, que l'on a pris pour la circonfi^rence O la plus 
grande des deux données. Mais cette supposition, que nous aurions d'ailleurs le droit de faire, 
D*a rien d'essentiel ici ; dans lo cas contraire, on aurait OC = 11' — R. 
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rence des rayons donnés. D'ailleurs la droite CO' est tangente à 

cette circonférence, puisque l'angle OCO' est droit. Nous sommes 
donc ramenés à la construction 17. 

Une fois le point C déterminé, le prolongement du rayon OC 
donne le point A. La tangente en A à la circonférence est d'ailleurs 
bien une tangente commune, car inversement, en abaissant du point 
0' sur cette droite la perpendiculaire O'A', l'égalité OC = R — R' 
donne O'A' = AC = OA — OC = R'. 

Z> problème nest possible (91) que si 00'^ R — R', c'est-à-dire (66) 
si les circonférences sont exiérievres, tangentes extérieurement^ 
sécantes ou tangentes intérieurement. Dans les trois premiers cas, 
il admet deux solutions, puisqu'on peut mener deux tangentes du 
point 0' à la circonférence OC; dans le quatrième cas, une seule, 
qu'il y a lieu de considérer comme deux solutions confondues, 
puisque les deux tangentes menées du point 0' à la circonférence 
OC se confondent. 

2** Tangentes communes intérieures, — Soit BB' une tangente 
commune intérieure {fig, 93), B et B' étant les points de contact. Par 
le point 0', me- 
nons encore la . --' " - . 
parallèle O'D à 
la tangente, jus- 
qu'à rencontre 
en D avec 

* 

le rayon OB. ; 
Le quadrilatère 
DBB'O' étant un 
reclangle,de sor- 
te que BD = R', 
le point D appar- 
tient à la circon- 
férence de centre 
et de rayon 

R -f- R'. Nous décrirons donc cette circonférence et nous lui mène- 
rons une tangente par le point 0. Le point D étant ainsi déterminé, 
l'intersection du rayon OD avec la première circonférence donnée 
fournit le point B. La tangente en B est une tangente commune 
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comme on le voit en reprenant le raisonnement que nous venons 
de faire en sens inverse. 

Le problème nest possible que si 00' ^ R + R? c'est-à-dire si les 
circonférences sont extérieures ou tangentes extérieurement , Dans le 
premier cas, il admet deux solutions ; dans le second une seule (ou 
deux confondues). 

En résumé : 

Deux circonférences extérieures ont deux tangentes communes 
extérieures et deux intérieures ; 

Deux circonférences tangentes extérieurement ont deux tangentes 
communes extérieures et une seule intérieure (la tangente en leur 
point de contact) ; 

Deux circonférences sécantes ont deux tangentes communes 
extérieures ; 

Deux circonférences tangentes intérieurement ont une tangente 
commune extérieure (la tangente en leur point de contact) ; 

Deux circonférences intérieures n'ont aucune tangente com- 
mune. 

94. Constr. 19. — Construire les cercles tangents à trois droites. 

Le problème revient à celui-ci : trouver les points équidistants 
des trois droites. Un cercle ayant un tel point pour centre et la 
dislance commune pour rayon répond à la question. 

Or, le lieu géométrique des points équidistants de deux droites 
qui se coupent, se compose des deux bissectrices des angles qu'elles 
forment entre elles. 

Supposons donc, tout d'abord, que les droites données se coupent 
deux à deux et ne passent pas par un m^^me point, de sorte qu'elles 
formeront un triangle i/ig, 94) dans lequel nous aurons à mener 
les bissectrices des angles intérieurs et extérieurs. Nous savons 
d'ailleurs : 1° que les bissectrices des angles intérieurs concourent 
en un même point; 2° que la bissectrice d'un angle intérieur quel- 
conqu(i et les bissectrices des angles extérieurs non adjacents 
concourent en un même point. Les quatre points ainsi définis (le 
point de concours des bissectrices intérieures et les trois sommets 
du triangle formé par les bissectrices extérieures) sont donc les 
points cherchés, et ce sont les seuls. 

Le premier des cercles qui ont pour centres respectifs ces quatre 
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points est situé à l'intérieur du triangle. On le nomme cercle inscrit: 
en général, une courbe est dite inscrite à un polygone lorsqu'elle est 




FiG. 04. 

tangente à tous ses cùtés. Les trois autres cercles, égalements tangents 
à tous les cùtés, mais extérieurs au triangle, sont appelés cercles 
ex-inscrits; chacun d'eux est situé dans Tun des angles du triangle, 
mais séparé du sommet de cet angle par le colé opposé, comme 
rindique la figure. 

Si les trois droites concourent en un même point, il ne peut y 
avoir de solution proprement 
dite, puisque dun point on 
ne peut mener que deux tan- 
gentes à un cercle. La cons- 
truction précédente donne un 
cercle réduit à un point, le 
point de concours des droites 
données. p,^ 95, 

Lorsque deux des droites 
sont parallèles et la troisième sécante {/ig. 95), les bissectrices des 
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angles formés par celle-ci avec les deux premières sont deux à deux 
parallèles. On n'obtient donc que deux cercles, situés de part et 
d'autre de la sécante. 

Enfin, si les trois droites sont parallèles, il n'y a point de solu- 
tion, puisqu'on ne peut mener à un cercle que deux tangentes de 
direction donnée. 



EXERCICES 



73. Construire un cercle de rayon donné : 

— qui passe par deux points donnés. 

— qui passe par un point donné et soit tangent à une droite donnée. 

— <|ui soit tangent à deux droites données. 

— qui soit tangent à une droite donnée et à un cercle donné. 

7 J. Construire un cercle tangent à une droite donnée en un point donné et tangent 
à un cercle donné. 

75. Mener, entre deux miroites (ou circonférences) données, une droite de longueur 
et de direction données. 

70. Mener, à un cercle donné, une tangente sur laquelle une droite donnée 
détermine un segment de longueur donnée. 

77. Construire un triangle, connaissant un côté, l'angle opposé et une hauteur 
(distinguer deux cas, suivant que celte hauteur est ou non relative au côté donné}. 

78. Diviser une droite en trois parties égales, en employant le théorème du n"55 bis 
sur les médianes d'un triangle. 

79. Construire un triangle, connaissant 

— deux côtés et une médiane (distinguer deux cas, suivant que la médiane donnée 
tombe sur l'un des côtés donnés ou est comprise entre eux); 

— un côté et deux médianes (deux cas) ; 

— les trois médianes. 

80. Construire un triangle, connaissant un côté, une hauteur et une médiane 
(cinq cas). 

81. Construire un triangle, connaissant un angle, une hauteur et une médiane 
(cinq cas). 

8?. Construire un triangle, connaissant un côté, l'angle opposé et la sonmie ou la 
différence des deux autres côtés. 

83. Même problème, lorsque l'angle donné est adjacent au côté donné. 

8-1. Construire un triangle, connaissant un angle, une hauteur et le périmètre 
(deux tas). 
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85. Construire un triangle, connaissant un côté, la différence des angles adjacents 
et la somme ou la différence des deux autres côtés. 
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86. Tracer la bissectrice de l'angle de deux droites qu'on ne peut prolonger jusqu'à 
leur point d'intersection. 

THÉORÈMES SLR LES TANGENTES AU CERCLE (N* 92). 

87. Dans un quadrilatère circonscrit à un cercle (et comprenant le cercle à son 
intérieur), la somme de deux côtés opposés est égale à la somme des deux autres. 

Réciproquement, tout quadrilatère convexe dans lequel les sommes des cùtés 
opposés sont égales est circonscriptibleà un cercle. 

Lorsqu'on ne sait pas si le quadrilatère circonscrit contient le cercle à son inté- 
rieur, on peut toujours affirmer que la somme de deux cotés convenablement 
choisis est égale à la somme des deux autres. — Réciproque. 

88. La circonférence tangente à trois côtés d'un quadrilatère et située du môme 
côté de chacun d'eux que l'intérieur du polygone coupe ou ne coupe pas le quatrième 
côté, suivant que la somme de celui-ci et de son opposé est plus grande ou plus 
petite que la somme des deux autres côtés. 

88 bis. Quand deux points sont extérieurs à un cercle, la droite qui les joint coupe 
ou ne coupe pas ce cercle, suivant qu'elle est plus grande ou plus petite que la somme 
des tangentes issues de ces points. 

89. Le segment intercepté par deux tangentes fixes d'un cercle sur une 
tangente mobile est vu du centre sous un angle constant. 

Cas où les deux tangentes fixes sont parallèles. 

90. Si deux tangentes fixes d'un cercle sont coupées par une tangente mobile dont 
le point de contact est sur le plus petit des deux arcs déterminés par les points de 
contact des tangentes fixes, le triangle formé par les trois tangentes a un périmètre 
constant. 

• Que devient cet énoncé lorsque la tangente mobile a son point de contact sur le 
plus grand des deux arcs déterminés par les tangentes fixes? 

90 bis. «, 6, c étant les trois côtés d'un triangle ABC (fif/. 94), p le demi-périmètre 
(2/) = /i -I- 6 -f c) ; D, E, F les points de contact du cercle inscrit ; Di, E„ F, ; D,, E,, F, ; 
Dj.Es, F3 ceux des cercles ex-inscrits dans les angles A, B, C respectivement, les 
segments interceptés par ces points de contact sur les côtés ont pour valeurs : 

AE = AF = CDj = CE, -BDj = nF, =/) — ^; 
BF = BD = AE3 = AF3 = CEt = CD, = /) — ^ ; 
CD = CE = BF,= BDi=AF,= AE, = /? — c; 
AE, = AF, = BF, = BD, = CD3 = CE3 rn ;>. 

9L Décrire, avec les sommets d'un triangle donné comme centres respectifs, trois 
cercles tangents entre eux deux à deux. 
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CHAPITRE VII 

SUR LE DÉPLACEMENT DES FIGURES 

95. Nous avons défini (20) deux figures égales et de même sens et 
reconnu (50) qu'une condition nécessaire et suffisante à cet effet 
était la possibilité de faire correspondre, à chaque point de la pre- 
mière figure un point homologue de la seconde, de manière que trois 
points quelconques et leurs homologues forment des triangles 
égaux et de même sens. Nous savons que si deux points coïncident 
avec leurs homologues respectifs, les deux figures coïncident. 
Autrement dit, lorsquon sait qu'une figure F est égale à vue figure 
donnée F, il suffit^ pour la déterminer entièrement ^ de connaître les 
points A', B' homologues des deux points donnés A, B de F. 

En particulier, on doit, dans ces conditions, pouvoir déteiminer le 
point C homologue d'un point quelconque donné C. Il suffit, en effet, 
de construire le triangle \'B'C égal au triangle ABC (Constr. 4) en 
choisissant, parmi les deux positions obtenues pour le troisième 
sommet, celle qui correspond à deux triangles de même sens. 

96. L'opération appelée translation transforme toute figure en 
une figure égale et de même sens. Ce déplacement peut être 

considéré comme obtenu par un glissement de 
la figure dans son plan. Soit, en effet, la transla- 
tion AA' {fig, 96) qui transforme la figure F en la 
figure F'. M étant un point quelconque du plan, 
appelons Fm la figure qui dériverait de F par la 
translation AM. Si nous supposons que le point M 
aille par un chemin continu quelconque de la posi- 
tion A à la position A', la figure Fm passera de la 

position F à la position F' en restant invariable et sans sortir du 

plan. 

En particulier, le point M peut suivre la droite A/V, de sorte que 




N 
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la translation peut être envisagée comme un déplacement continu 
dans lequel tous les points décrivent des droites parallèles et de même 
sens, • / 

97. On nomme rotation un déplacement dans lequel chaque point 
de la figure déplacée tourne autour d'un certain point fixe, appelé 
centre de la rotation, dans un sens déterminé, d'un angle qui définit la 
grandeur de la rotation. Autrement dit, un point quelconque A de la 
figure primitive F étant donné, on en déduit le point correspondant A' 
de la figure déplacée F' en joignant le point A au centre de la rota- 

lion, faisant avec OA (dans le sens de la rotation) un angle AOA 
égal à l'angle de rotation et prenant sur le second côté de cet angle 
une longueur OA' égale à OA {fig. 97). 

On voit qu'une rotation est déterminée 
quand on donne son centre, sa grandeur 
et son sens. 

La figureV j qui résulte d'une figure F par 
une rotation quelconque^ est égale à F. Pour 
le démontrer, prenons deux points quel- 
conques A, B (/y^. 97) de F et soient A', B' 

leurs homologues. L'angle A'OB' est égal à 

AOB et de môme sens. Si, en eff'et, je 

retourne sur lui-même l'angle BOA\ le côté OA' venant sur OB, la 
nouvelle position de OA fera avec OB un angle égal à celui que fait 
OA' avec OA et de même sens (puisqu'il dérive par retournement de 

l'angle que faitOA avec OA'); cette nouvelle position ne sera donc 

^ x^ 

autre (pie OB', de sorte que l'angle AOli a bien coïncidé par 

/^\ 
retournement avec BOA'. 

Dès lors les triangles AOB, A'OB', sont égaux et de même sens, 
comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux chacun à 
chacun (OA = OA'; OB = OB'). Ceci ayant lieu quelque soit le 
point B, l'égalité des deux figures est établie (50 . 

Une rotation peut d'ailleurs s'obtenir par un glissement de la 
figure dans son plan, puisqu'on peut supposer que l'angle de rota- 
tion varie continûment depuis zéro jusqu'à la valeur qu'il doit 
prendre finalement. Dans ce mouvement, chaque point décrit un 
arc de cercle ayant pour centre le centre de la rotation. Ces diff'é- 
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rents arcs correspondent à des angles au centre égaux; ils sont, 
avec les circonférences dont ils font respectivement partie, dans un 
même rapport. 

98. Théorème. — Dans deux figures égales qui dèriveut Vuue de 

Vautre par une rotation autour d'un point 

{fig. 98) : 

1° Deux droites homologues , prises dans des 
sens homologues^ font entre elles un angle 
égal à Vangle de rotation et de même sens ; 
2° Le centre de rotation, deux points homo- 
Pj^. gg logues quelconques A, A' et le point de con^ 

cours I de deux droites homologues passant 
respectivement par ces points sont quatre points d'une même cir- 
conférence, 

1° La première partie du théorème est vraie, par définition, 
pour deux droites homologues passant par le centre de rotation; 
elle est, dès lors, vraie pour deux droites homologues quelconques, 
car on peut remplacer chacune d'elles par une droite parallèle 
et de même sens menée par le centre de rotation. 

2° Les quatre points A, A', 0, 1 sont sur une même circonférence, 
à savoir le lieu des sommets des angles égaux à Tangle de rotation 
et dont les côtés vont passer par les points A, A'. 

99. Une rotation particulière est celle dont la grandeur est de 
deux angles droits ou 180**. Le point A' correspondant au point A se 
construit alors en joignant OA et prolongeant cette droite au delà 
du point d'une longueur égale à elle-même. Le point A' ainsi 
défini est ce que l'on nomme le symétrique de A par rapport au 
point 0. Ainsi, en Géométrie plane, la symétrie par rapport à un 

point et la rotation de 180° autour de ce 
point sont deux opérations identiques. 



A- B' 




100. Si, dans deux figures égales et de 

même sens, deux droites homologues 

■ AB, A'B' (fi'g. 99) sont parallèles et de 

Pj^ gg^ même sens, les deux figures peuvent être 

amenées à coïncider par une translation. 
effet, le quadrilatère ABA'B' étant un parallélogramme, AA' est 
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aussi parallèle à BB', égale et de même sens : la translation AA' 
amène donc les points A, B sur leurs homologues respectifs, ce qui 
entraine la coïncidence complète des deux ligures. 

iSî, dans deux figures égales et de même sens^ un point anncide 
avec son homologue, les deux figures peuvent être amenées à coïncider 
par une rotation autour de ce point. 

En effet, A et A' étant deux points homologues quelconques, 

la rotation d*angle AOA' autour du point amène le point A en 
A', tandis que le point n'a pas cessé de coïncider avec son 
homologue. 

101. Nous avons vu (20) que deux figures égales et de sens 
contraires ne peuvent pas être superposées sans que Tune d'elles 
sorte de son plan. Au contraire, deux figures égales et de mémo 
sens peuvent toujours être amenées à coïncider par un déplacement 
du plan, à savoir une translation suivie d'une rotation. Si, en effet, 
A et A' sont deux points homologues des deux figures, la translation 
AA' imprimée à la première fera coïncider ces deux points, après 
quoi une rotation autour du point A' suffira (numéro précédent) 
pour achever la superposition. 

En observant que la translation ne change pas les directions 
des droites, on en déduit que deux droites homologues quelconques 
de deux figures égales et de même sens font entre elles un angle 

constant : c'est ainsi qu'on peut parler de V angle des deux figures. 

102. Mais, des deux opérations précédentes (translation et rota- 
tion), on peut montrer qu'une seule est nécessaire. On a, en effet, 
le théorème suivant : 

Théorème. — Deux figures égales et de même sens peuvent toujours 
être amenées à coïncider, s(nt par une translation, soit par une 
rotation autour d'un point convenablement choisi. 

Ce point a reçu le nom de centre de rotation. 

Démonstration, — Soient A, B deux points de la première figure; 
A', B' leurs homologues dans la seconde. Nous ferons coïncider 
les deux figures si nous pouvons faire coïncider les segments 
AB, A'B'. 

l"" SI les droites AB, k'V sont parallèles et de même sens 
[fig, 99), les figures dérivent l'une de l'autre par translation; 




•^ 
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2** Supposons donc qu'il n'en est pas ainsi. Cherchons si les 
deux figures peuvent dériver Tune de Tautre par une rotation. 
Nous connaissons Tangle de cette rotation, égal à Tangle des 
deux figures, par exemple à Tangle des droites AB, A'B' [fig, 100). 

Nous devrons donc trouver un point 
tel qu'une rotation ayant pour centre ce 

point et, pour angle, l'angle en question 

amène le point A sur le point A'. Or ceci 

'^' revient à chercher le centre d'un segment 

de cercle décrit sur AA' comme base et 
capable d'un angle égal à la moitié de 
l'angle de rotation et de même sens (puis- 
que l'angle au centre est double de l'angle 
Y^^. ,00 inscrit qui intercepte le même arc). 

Le point se trouvera donc, d'une 
part, sur la perpendiculaire au milieu de A A'; d'autre part, sur la 
perpendiculaire à la tangente au segment de cercle, construite 
comme il est indiqué au n"" 90 (Constr. 14). 

Inversement, le point étant ainsi déterminé, la rotation qui a ce 
point pour centre et, pour angle, l'angle des deux figures, amènera 
le point A sur le point A'; elle fera prendre à la droite AB une 
position parallèle à A'B' et de même sens, c'est-à-dire confondue 
avec elle, puisque l'extrémité A' est commune. Il y a donc super- 
position. 

Remarque. — On aurait pu démontrer la même proposition en 
définissant le point 0, soit par la rencontre des perpendiculaires 
élevées au milieu de AA' et de BB', soit (98) par la rencontre des 
circonférences circonscrites aux triangles lAA', IBB', le point I 
étant le point d'intersection de AB, A'B'. On établirait, dans l'un 
ou l'autre cas, que les triangles OAB, OA'B' sont égaux. 

102 his. Le théorème précédent résulte encore de la décomposition 
d'une translation ou d'une rotation quelconque en deux symétries. 

Lexnme. — Deux symétries successives par rapport à deux droites D,, \)^ 
équivalent : 

f Si les deux droites D,, D2 sont parallèles : à une translation perpendi- 
culaire à la direction commune des deux droites et double de la translation qui 
amènerait la première droite sur la seconde; 

2" Si ces deux droites sont concourantes : à une rotation ayant pour centre 
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le point de concours et double de celle qui amènerait la première droite sur la 
seconde. 

Démonstration, — Soient F une figure, F' sa symétrique par rapport à 
D|, F^ la symétrique de F' par rapport à Dj. 

1* Supposons les droites D,, D^ parallèles (/î//. 101). M étant un point 
quelconque de F, nous en prendrons le symé- 
trique M' par rapport à Di, en prolongeant d'une m'« 
longueur égale à elle-même la perpendiculaire : 

MHi abaissée de M sur Dj; puis nous prendrons o, h, ; 

le symétrique M" de M' par rapport à Dj, en 

prolongeant d'une longueur égale à elle-môme ! 

la perpendiculaire M'Hj abaissée de M' sur D,. im* 

On voit immédiatement que les trois points 

M, M', M" sont sur une même perpendiculaire 

commune à Dj, D^. De plus, si Ton suppose pour 

fixer les idées, le point M' entre D| et Dj, le 

segment MM'', égal à la somme de MM' et de M'M'' {fig. 101}, est double 

du segment IlfU^ qui est la somme de M'H^ et de M'Hj. 

Cette conclusion subsisterait si le point M' était extérieur aux deux 
parallèles DjjDj : le segment MM" serait alors la différence de MM' et M'M", 
et le segment HjHj la différence de M'Hj, M'H^. La translation représentée 
par un segment perpendiculaire aux deux droites et double de HjHj amène 
donc bien un point quelconque de F' sur son homologue de F". 

2' Supposons les deux axes de symétrie concourant en un point 
{fig. 102), et soient encore M, M', M* trois points correspondants des trois 
figures F', F', F", de sorte que les points M,M' 
sont symétriques par rapport à Di, les points 
M', M" par rapport à D^. Les trois points M, 
M', M" sont évidemment sur une même circon- 
férence de centre 0. De plus Tangle MOM", égal 
à la somme ou à la différence des angles 
MOM', M'OM", est double de fangle de l)j avec 
Dj, qui peut être considéré comme la somme 
ou la différence des angles que fait OM' avec D, 
et avec Dj. La rotation déOnie dans l'énoncé 
amène donc bien chaque point M sur le point 
M" correspondant. 

Remarque. — Deux symétries successives par 
rapport à une même droite se détruisent, chaque point revenant ù sa 
position primitive. 

Cîorollaire. — Inversement, toute translation peut être remplacée par 
deux symétries successives par rapport à deux droites perpendiculaires 
à la direction de la translation, et dont Cune peut d'ailleurs être 
arbitrairemenf ; 
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Toute rotation peut être remplacée par deux symétries successives par 
rapport à deux droites passant par le centre de la rotation et dont Vune peut 



d'ailleurs être choisie arbitrairement 



■\' 



Il suffit en ciïcl, dans le cas de la translation, de mener la droite non 
prise arbitrairement à une distance de l'autre égale à la demi-translalion; 
et, dans le cas de la rotation, de faire avec la droite choisie arbitrairement 
un angle égal à la demi-rolalion. 

103. Théorème. — Des translations ou rotations successives, en nombre 
quelconque,' peuvent se remplacer par une seule translation ou une seule 
rotation. 

C'est ce que Ton nomme composer ces déplacements : le déplacement 
final obtenu est dit le résultant des déplacements donnés. 

Il suffit de savoir composer deux déplacements; car si l'on en 
avait trois, on commencerait par composer les deux premiers, puis le 
déplacement résultant avec le troisième; et Ton continuerait d'une fuçon 
tout analogue si les déplacements à composer étuienten nombre supérieur 
à trois. 

D^ailleurs deux translations successives, remplaçant une droite quel- 
conque par une droite parallèle et de même sens, équivalent à une 
translation unique (100). 

Nous n'avons donc à nous occuper que d'une translation suivie ou 
précédée d'une rotation, ou de deux rotations. 

Prenons, par exemple, Je premier cas, en supposant, pour fixer les idées, 
que la translation soit effectuée la première. Celte translation peut tire 
décomposée en deux symétries relatives à deux droites D,, l)^, et de môme 
la rotation en deux symétries relatives à deux droites D',, D'j ; de sorte ipie 
nous aurons à opérer en tout quatre symétries successives par rapport à 
D,,D2, D'i, D'j. Mais, la droite Dj étant une droite arbitraire perpendi- 
culaire à la translation, et la droite U\ une droite arbitraire passant 
par le centre de la rotation, nous pourrons les faire coïncider toutes 
deux avec la perpendiculaire à la translation menée par le centre de la 
rotation. 

Dès lors, les symétries relatives à ces deux droites se détruiront 
et il ne restera plus que les deux symétries relatives à Di, D'^, lesquelles 
équivalent (numéro prrécédent) à une rotation ou à une translation 
unique. 

Si l'on avait à composer deux rotations, on prendrait, tant pour la droite 
Dj que pour la droite D'i, la droite qui joint les deux centres donnés. Le 
théorème est donc démontré dans tous les cas. 

Le théorème du n" 101 peut être regardé comme un corollaire de celui 
que nous venons d'établir, un déplacement quelconque d'une figure plane 
pouvant être obtenu par une translation suivie d'une rotation, savoir (A et 
A' étant deux points homologues quelconques de la figure primitive et de 
la figure déplacée) la translation AA' suivie d'une rotation de centre A' et 
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d^angie égal à Tangle des deux flgures ifig, i03). Les droites Dg, D'| sont 
alors confondues avec la perpendiculaire à AA' menée par le point A' ; la 
droite Di sera par suite la perpendiculaire 
au milieu de AA', et D'2 s*obtiendra en faisant \ 

tourner Dj autour du point A d*un angle égal \ 

à la derai-rolation. Le point de rencontre de \ \ 
D„ D'j donnant le centre de la rotation, nous 
voyons que cette construction est entièrement 
conforme à celle qui a été donnée plus liaut ; 
car, en construisant (GonsLr. 14) la tangenle 
au segment de cercle décrit sur A A' comme 
base et capable d'un angle égal à la demi-rota- 
tion, on trouve bien une perpendiculaire à D'j* 
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104. Théorème. — Lorsqu'une figure inva^ 
viable se déplace dans son p/an, à chaque 
instant les normales aux trajectoires des différents 
points vont (si elles ne sont pas toutes parallèles) 
concourir en un même points que Ton nomme 
le centre instantané de rotation. 

Écartant le cas où toutes les normales aux trajectoires des différents 
points M, N, P... de la figure mobile sont parallèles, nous supposerons que 
deux d'entre elles, les normales 
en M et N, par exemple, se cou- 
pent en un point (fig. 104). 

Considérons une seconde posi- 
tion de la figure mobile, voisine 
de la première, les nouvelles po- 
sitions des points M, N, P... étant 
M', N', P'... Les perpendiculaires 
aux milieux de MM', MN', PP'... 
passent toutes par un même poinl 
0|, le centre de la rotation qui 
amènerait la première position 
de la Ogure sur la seconde. Si 
maintenant Ton imagine que la 
seconde position se rapproche 

indéfîniment de la première, le milieu de MM' aura pour limite le point 
M; et la droite MM' elle-même, la tangente en M à la trajectoire ^de ce 
poinl; la perpendiculaire au milieu de MM' tendra donc vers la normale 
h celte trajectoire. De même, la perpendiculaire au milieu de NN' tendra 
vers la normale à la trajectoire de N. Le point Oi a dès lors pour limite le 
poinl 0, de sorte que les normales aux trajectoires de P..., qui sont les 
positions limites des perpendiculaires aux milieux de PP'..., passent 
bien (*) par ce point 0. 

(1) Nom admettons ici, à titre d'axiomes, des propositiooi telles que 
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CSorollaire. — Si on $ait trouttr le* iangemiei aux trajectoires iU deux 
points dune figure invariable qui te meui^ on peut trourer la tangente à la 
trajectoire d'un point quelconque de la figure. 

Car les perpendiculaires aux deux tangentes connues déterminent le 
centre instantané et, par suite, permettent de tracer la normale à la 
trajectoire d'un point quelconque. 



92. Si une figure invariable se déplace de manière que deux de ses droites passent 
chacune par un point fixe, il existe une infinité de droites de la figure qui, dans le 
déplacement, tournent également chacune autour d'un point fixe. Toute autre droite 
de la figure mobile reste tangente à un cercle fixe. — Le centre de rotation de deux 
positions quelconques de la figure est toujours sur un certain cercle fixe. 

93. Étant données trois figures égales et de même sens Fi, Ft, Fj, on détermine 
les trois centres de rotation de ces figures prises deux à deux. Montrer que les angles 
du triangle qui a pour sommets ces trois points sont égaux aux moitiés des angles 
que font deux à deux les figures données, ou aux suppléments de ces moitiés. 

94. Composer deux rotations de même angle, mais de sens contraires, autour de 
deux centres difl*érent8. 

95. Deux figures égales, mais de sens contraires, peuvent toujours êtres amenées 
h coïncider: 

1' D'une infinité de manières, par trois symétries ; 

2' D'une infinité de manières, par une translation précédée ou suivie d'unesymétrie; 

3* D'une manière rt d'une seule, par une translation précédée ou suivie d'une 
symétrie par rapport à une droite parallèle à la translation. 

90. Construire un triangle équilatéral ayant ses sommets respectivement sur 
trois parallèles données, ou sur trois circonférences concentriques données. 

97. Trouver, sur une circonférence donnée, un arc, égal à un arc donné, tel que 
les droites joignant respectivement ses extrémités à deux points donnés, soient 
parallèles. 

Plus généralement, trouver sur une circonférence donnée, un arc égal à un arc 
donné, tel que les droites joignant respectivement ses extrémités à doux points 
donnés fassent entre elles un angle donné. 

point variable M\ a pour limite un point fire .V, et qu'une direction variable D\ ait pour /imite 
une direction />, la paralMe menée par le point M\ à la direction D\ a pour limite la parallèle 
menée par te point M à D. — Si deux droites Di, D'x ont les positions limites D, JD', le point 
tCinterseetion de Du 0'\ tend vers le point d'intersection de D, TV . Etc. — En réalité, ces propo- 
■itiont sont den th^Norèmes qui doivent être démontrés ; mais nous en supprimons la démons- 
tration, parce qu'elle no pourrait être exposée avec la simplicité désirable, sans supposer, sur 
los limites, des notions qui relèvent des cours do calcul iufinitésimal. 
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PROPOSES SUR LE SECOND LIVRE. 

98. On joiat un point quelconque M d'une circonférence aux points de contact A, B 
des tangentes menées par un point P déterminé du plan. Par le point P on mène 
une parallèle à la tangente en M. Montrer que les droites MA, MB interceptent sur 
cette parallèle un segment dont la longueur est indépendante de la position du 
point M, et qui est divisé par le point P en deux parties égales. 

99. Soient ABC un triangle équilatéral inscrit à un ccrcfe et M un point de 
l*arc BC. Alontrer que la droite MA est égale à MB + MC. 

100. Par les trois sommets d'un triangle équilatéral, on mène trois droites telles 
que les bissectrices des angles que chacune d'elles forme avec la hauteur issue du 
même sommet soient parallèles. Montrer que ces trois droites concourent en un 
môme point, situé sur le cercle circonscrit au triangle. 

101. Les milieux des côtés d*un triangle, les pieds des hauteurs et les milieux des 
segments compris, sur chacune de celles-ci, entre le sommet dont elle est issue et le 
point de rencontre, sont neuf points d'une même circonférence {cercle des neuf 
points). Le centre de cette circonférence est le milieu de la droite qui joint le point 
de rencontre des hauteurs du triangle donné au centre du cercle circonscrit ; son 
rayon est la moitié du rayon du cercle circonscrit. Déduire de là renoncé proposé 
plus haut, ex. 70. 

101 bis. Dans tout triangle, la circonférence qui passe par les centres des trois 
cercles ex-inscrits a son centre à l'intersection des rayons qui, dans chacun de ces 
cercles, vont au point de contact avec le côté correspondant ; ou encore, son centre 
est symétrique du centre du cercle inscrit par rapport au centre du cercle circonscrit. 
Son rayon est double de celui du cercle circonscrit. 

103. Dans tout triangle, les pieds des perpendiculaires abaissées, du pied de la 
hauteur relative à chacun des côtés, sur les deux autres, sont six points d'une 
même circonférenoe. 

103. Dans un triangle ABC, la perpendiculaire au milieu du côté BC et la bissectrice 
de l'angle A se coupent sur le cercle circooscrit. Leur point d'intersection est à égale 
distance des points B,C, du centre du cercle inscrit et du centre du cercle ex-inscrit 
dans l'angle A. — Théorème analogue pour la bissectrice de l'angle extérieur en A. 

En conclure que la somme des rayons des cercles ex-inscrits est égale au rayon du 
cercle inscrit, plus quatre fois le rayon du cercle circonscrit. 

103 bis. Construire un triangle, connaissant la hauteur, la médiane et la bissectrice 
issues d'un même sommet et limitées au côté opposé. 

101. Deux tangentes d'un cercle et leur corde de contact divisent en deux par|ies 
égales la perpendiculaire menée, par un point quelconque de cette dernière à' It 
droite qui joint ce point au centre. 
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105. Sur les trois cotes d un triangle ABC, on construit, extérieurement an triangle, 
le« triangles équilatéraux BCA', CAS', ABC' et l'on joint AA', BB', CC'. Démontrer : 

1* Que ces droites sont égales entre elles; 

2* Qu elles se coupent en un même point, d'où l'on voit les trois côtés sous le 
même angle; 

3* Que si ce point est intérieur au triangle, la somme de ses distances aux trois 
sommets est égale à la longueur commune des droites AA'. BB', CC'. (Ex. 99). 

106. Les cercles circonscrits aux quatre triangles que forment entre elles quatre 
droites qui se coupent deux à deux passent par un même point O (démontrer ce 
théorème : 1* directement ; 3* en utilisant l'exercice 72). — I^es centres de ces cercles 
sont sur une même circonférence, qui passe également par ce même point 0. 

107. Les bissectrices des angles que Ton forme en prolongeant jusqu'à leur 
rencontre les côtés opposés d'un quadrilatère inscriptible sont perpendiculaires 
entre elles. Elles sont respectivement parallèles aux bissectric«^ des angles que 
forment entre elles les diagonales du même quadrilatère. — Réciproque. 

107 his. Deux circonférences quelconques étant coupées par deux droites quel- 
conques, les cordes qui joignent deux à deux les points d'intersection des deux 
droites avec la première circonférence coupent les cordes qui joignent deux à 
deux les points d'intersection des mêmes droites avec la seconde circonférence en 
quatre points d'un même cercle. 

108. Étant donné un triangle ABC, quel est le lieu des points M tels que les pcr()en- 
diculaires menées respectivement des sommets A,B,C aux droites A31, B}|,CM 
soient concourantes ? 

109. Lieux des sommets des rectangles considérés dans lexorcice 44, lorsque le 
parallélogramme donné est articulé, c'est-à-dire varie de manière que les longueurs 
de ses côtés restent constantes, l'un de ces côtés restant fixe. 

110. Sur deux segments consécutifs AB, BC d'une droite, on décrit deux circonfé- 
rences variables, mais toujours égales entre elles. Ces circonférences se coupent au 
point B et en un second point dont on demande le lieu. 

. 111. Soient OA, OB deux rayons rectangulaires mobiles d'un cercle 0. Parles 
points A, B respectivement, on mène des parallèles à deux directions rectangulaires 
fixes. Lieu du point où se coupent ces deux droites, lorsque l'angle droit AOB tourne 
autour du centre. 

112. Deux cercles, dont chacun touche une droite fixe en un point fixe, varient en 
restant constamment tangents entre eux. Trouver le lieu de leur point de contact 

113. Lieu décrit par le sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle invariable, 
lorsque les <leux autres sommets glissent sur deux droites rectangulaires. 

114. Tracer une droite sur laquelle deux circonférences doimées interceptent des 
cordes de longueurs données. 

115. Inscrire, dans une circonférence donnée, un triangle dont les trois côtés soient 
parallèles à des directions données; ou dont deux côtés soient parallèles à des 
directions données et dont le troisième côté passe par un point donné. 

116. Étant donnés une droite xy et deux points A, B, trouver sur la droite un 
nt M tel que l'angle AMx soit double de l'angle BMy. 
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117. Construire un pentagone (ou, en général, un polygone d'un nombre impair 
de côtés), connaissant les milieux des côtés. 

Qu*arrive-t-il dans le cas d'un polygone d*un nombre pair de côtés? 

118. Construire un trapèze, connaissant les quatre côtés. 

Plus généralement, construire un quadrilatère, connaissant les quatre côtés et 
Tangle que font deux côtés opposés prolongés (*). 

119. Couper les côtés AB, AC d'un triangle par une sécante de direction donnée, qui 
intercepte sur ces côtés, à partir des sommets B, C respectivement, des segments 
égaux. 

120. Tracer, à deux parallèles données, une perpendiculaire commune qui soit vue 
d'un point donné sous un angle donné. 

121. On donne un cercle, deux points P, Q de ce cercle et une droite. Trouver sur la 
circonférence un point M tel que les droites MP, MQ interceptent sur la droite 
donnée un segment IK de longueur donnée. 

122. Même problème quand on donne, non la longueur du segment IK, mais le 
milieu de ce segment. 

123. Construire un carré dont les côtés passent par quatre points donnés. — Le 
problème peut-il admettre une infinité de solutions? Quel serait alors le lieu des 
centres des carrés répondant à la question ? 

(I) Sur cet exercice et les suivants,' voir Doto A, ti* 284. 
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105. On sait (*) que l'on appelle proportion Tégalité de deux 

rapports et que deux grandeurs sont dites proportionnelles lorsque 

leurs valeurs se correspondent de manière que le rapport de 

deux valeurs quelconques de la première soit égal aux rapports 

des valeurs correspondantes de la seconde. Ainsi, les deux lignes 

AB A'B' 
AB, CD seront dites proportionnelles à A'B', CD' si Ton a — = -f^f^rr 

AB 

106. Dans l'égalité précédente, — désigne le rapport des deux 

lignes AB et CD; mais nous appliquerons encore, ici et dans tout 

ce qui va suivre, la convention formulée au n° 69 et, ayant choisi 

d'une façon quelconque, mais une fois pour toutes, une unité 

de longueur, nous remplacerons les lignes elles-mêmes par les 

, . , . . . AB , ,. mesure de AB 

nombres qui les mesurent : amsi, — - voudra dire ; — — -. 

^ CD mesure de CD 

Nous avons le droit d'opérer ainsi, car nous n'avons nullement 

changé par cette substitution la valeur du rapport, d'après un 

théorème déjà rappelé (livre II, n° 68, 2''). 

• 1) Voir les Leçons d'Arilhnivtique de M. Tanncry, chop. vi el xiii. 
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Nous pourrons, dès lors, appliquer aux rapports des lignes les 
propriétés démontrées en arithmétique (*) pour les rapports des 
nombres, telles que les suivantes : 

0» ne change pas un rapport en multipliant ou divisant les deux 
termes par une même quantité; 

Pour multiplier deux rapports, on multiplie les numérateurs entre 
eux et les dénominateurs entre eux; 

Dans une suite de rapports égaux, la somme des numérateurs est 
à la somme des dénominateurs comme un numérateur est à son 
dénominateur ; etc. 

Et aux proportions entre lignes les propriétés des proportions 
entre nombres, telles que les suivantes : 

Dans toute proportion : 

Le produit des extrêmes est égal au produit des moyens; 

On peut intervertir V ordre des extrêmes ou celui des moyens; 

La somme (ou la différence) des termes du premier rapport est 
à Vun d'entre eux comme à la somme [ou la différence) des termes 
du second rapport à Vun d" entre eux; 

Réciproquement, chacune des égalités ainsi obtenues entraîne la 

proportion primitive; etc. 

a c 
Ainsi, l'égalité 7=;^ ^st équivalente 8ux suivantes : 

, , a b a + b c + rf a— ^ c — d 

ad = bc, - = :>' —i—=—i—' —3r"=—T~' '" 

c d b d b d 

c'est-à-dire que chacune de ces égalités entraîne toutes les autres. 
En particulier, si Ton sait que les trois points en ligne droite 

A B c 



M s: £1 
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A, B, C {fig. 105) se succèdent dans le même ordre que les 
trois points en ligne droite A', B', C, les proportions 

AB_A'B' AB_A;B' AC _ A C 
BC "~ WC AC "" A'C' BC "" B'C 

sont équivalentes les unes aux autres. 

(1) Leçons cC Arithmétique ^ chap. vi. 
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Nous rappellerons aussi que l'on peut^ connaissant Irois termes 
d'une proportion^ en déduire le terme non connu : la proportion 

- =:- donne, si l'on suppose donnés a, 6 et c ; 
'ta 

, bxc 

a=: • 

a 

Ce terme d est dit quatrième proportionnel à a, b, c. 

On voit que, dans deux proportions qui ont trois termes 
homologues communs^ les quatrièmes termes sont égaux, 

107. On dit qu'un nombre b est moyen proportionnel (ou moyen 
géométrique) entre deux autres, si Ton peut écrire la proportion qui 
a pour extrêmes a et c et dont les deux moyens sont égaux à b : 

a b 
b'^'c 

Cette égalité est équivalente à 

b* =:ac^ 

de sorte que pour trouver un moijen proportionnel entre deux 
nombres, a et c, il faut extraire la racine carrée du produit de ces 
deux nombres. Le nombre c est dit troisième proportionnel k a eib. 
Bien entendu, conformément aux conventions précédentes, nous 
dirons qu'une ligne b est moyenne proportionnelle ou moyenne 
géométrique entre deux autres a et c si le nombre qui mesure b 
est moyen proportionnel entre les mesures de a et de r, c'est-à-dire 
si Ton peut écrire entre les trois mesures (ou, ce qui revient au 

même, entre les trois lignes) la proportion 7 = - • 

108. // existe un points et un seul, qui divise un segment donné 
dans un rapport donné. 

Soient, en effet, AB [fig, 106) le segment donné, r le rapport 

AM 

donné. On cherche un point M tel que -r—j zn r : ce qui peut s'écrire 

BM 

sous forme d'une proportion 

AM r 
BM""Î 



LIGNES PROPORTIONNELLES. 105 

et, dès lors, est équivalent à 

AM r 



AB 1 + r 
proportion qui est vérifiée pour une valeur de AM, et une seule : 



AM = AB *" 



1 + r 



Le segment ainsi déterminé est plus petit que AB. £n le portant 
sur AB à partir du point A, on obtiendra le point M répondant 
à la question. 

c. Q. F. D. 

109. Considérons un point M qui se déplace sur la droite AB en 

AM 

allant du point A vers le point B. Le rapport — — va constamment 

BM 

en croissant, puisque le numérateur croit, tandis que le dénoniina- 

teur décroit. Il peut, d'ailleurs, prendre n'importe quelle valeur 

donnée, d'après la proposition précédente, en particulier des valeurs 

aussi petites qu'on le veut (lorsque le point M est suffisamment 

voisin de A) et des valeurs aussi grandes qu'on le veut (lorsque le 

point M est suffisamment voisin de B). En un mot, ce rapport, parti 

de 0, croit constamment et au delà de toute limite lorsque le 

point M va de A en B. 

AM' 

HO. Ëtudions maintenant le rapport ^^,i le point M' [fig. 106) 

BM 

«^ A M B w n; « 

FlG. 106. 

AM' 
étant sur un des prolongements de AB. Le rapport r^^, est alors dit 

dM 

le rapport dans lequel le point M' divisé extérieurement le segment AB. 

H existe un points et un seul^ qui divise extérieurement un segment 
de droite donnée dans un rapport donné quelconque, pourvu que ce 
rapport soit différent de 1. 

Soit en effet à chercher, sur les prolongements de AB, un point M' 
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AM' 

tel que le rapport -^^, soit égal à un nombre donné r. Supposons, 

BM 

pour fixer les idées, r>>i, auquel cas nous devrons chercher le 

point M' sur la droite AB prolongée du côté du point B. La propor- 

AM' r 
tion — — = -r- est équivalente à 
BM 1 

AM' r 



AB r— 1 
qui est vérifiée par une valeur de AM', et une seule 

AM'=:AB 



r — 1 



r 
Ce segment est plus grand que AB (puisque est plus grand 

que 1). En le portant à partir du point A dans le sens AB, on aura 
le point M' qui répond à la question. 

Si' le rapport r était plus petit que 1, un raisonnement tout 
semblable donnerait 

AM' = AB ' 



1— r 



segment qu*il faudrait à partir du point A, dans le sens opposé 

à AB, pour obtenir le point M'. La proposition est donc démontrée. 

Considérons un point M' qui, partant de B, s'éloigne indéfiniment 

AM' 

dans la direction hx {fig, 106). Le rapport ^-rr-, est plus grand 

BM 

que 1. Lorsque le point, en s'éloignant, passe de la position M' à la 
position M'i, ce rapport se rapproche de 1, puisqu'on passe du 

rapport ^—7 au rapport ^^ en ajoutant la même quantité M'M', aux 
BM BM I 

deux termes ('). D'ailleurs, il peut prendre toutes les valeurs 

(supérieures à 1), en particulier des valeurs aussi grandes qu'on 

veut (lorsque M' est suffisamment voisin de B) et des valeurs aussi 

voisines qu'on le veut de 1 (lorsque M' est suffisamment éloigné). 

AM' 

En un mot, le rapport — ^ part de l'infini, dtkroH constamment et 

BM 

(1) Voir Tanncry, Leçon* cT Arithmétique , chap. vi, n» 212. 
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fend vers 1, lorsque le point M' pari de B et s'éloigne indéfiniment 
dans la direction Bar. 

On voit de même que *î le point M' part de A et s'éloigne 

indéfiniment dans la direction de \x' (fig, 106), le rapport ^^, part 

dM 

de 0, croit constamment et tend vers 1. 

m. Définition. — Deux points C, D, {fig. 107) qui divisent, 
Tun intérieurement, l'autre extérieurement, un même segment AB 
dans le même rapport, sont dits conjugués harmoniques par rapport 
à ce segment (on dit encore qu*ils divisent harmoniquement ce 
segment). 

Si vn segment CD divise harmoniquement un segment AB, 

réciproquement celui-ci divise harmoniquement le premier. Car la 

.. CA DA ^ . . ^ CA CB 

proportion — = — donne par mversion des moyens • ttt* = ttb* 

Tout point pris sur un segment donné AB ou sur un de ses 
prolongements a un conjugué harmonique par rapport à ce 

AI 

segment, à Tcxception du milieu I de AB (le rapport — étant égal 

à 1) (*). Deux segments qui se divisent harmoniquement empiètent 
toujours run sur l'autre (c'est-à-dire ne sont ni entièrement 
extérieurs, ni entièrement intérieurs Tun à l'autre). 

112. Au contraire, deux segments CD, CD' qui divisent harmoni- 
quement un même troisième AB sont^ ou entièrement extérieurs^ ou 
entièrement intérieurs l'un à l'autre. 

CA C'A 
Si, en effet, les rapports —^ et -7^ sont, l'un plus grand, l'autre 

CB C B 

plus petit que 1, les segments sont extérieurs Tun à Tautre : ils 

sont de cotés différents du milieu I de AB. S'il n'en est pas ainsi 

I 
« ■ ■ ■ ■ ■ ■ 

A C C B O' 

FiO. 107. 

{fig. 107) et que, par exemple, les deux rapports dont nous venons 

(I) Le conjugué du point I doit être considôrô comme rejeté à riofini. On entend par 
là que, lorsque le point M s'éloigne indéAnimeut, le rapport rr^ ^^"^ ^'®^^ ** ?"^ ®^^ 

la valeur de r^. 
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de parler soient tous deux plus grands que 1, les deux segments 
CD, CD' seront du même côté du point I et comprendront tous 
deux le point B. Mais la discussion des n^« 109-110 prouve que le 

AM 

rapport rr^ se rapproche de 1 quand on s'éloigne du point B dans 
MB 

un sens ou dans Tautre (du moins quand on ne dépasse pas le 

point I). Donc cqlui des deux segments qui correspond au rapport 

le plus voisin de 1 comprend l'autre à son intérieur. 

113. Théorème fondamental. — Deux sécantes quelconques sont 
coupées en parties proportionnelles par des droites parallèles. 

Soient les deux sécantes ABCD, A'B'C'D', coupées par les 

parallèles AA', BB', CC, DD'. Les points A', B', C, D', se succèdent 

dans le même ordre que les points A, B, C, D (le contraire exigeant 

que deux des droites AA', BB', CC', DD' se coupent). Je dis que 

CD CD' 

^^°"Xb = â^' 

Nous distinguerons deux cas : 

1* Si les segments AC, CD sont égaux (fig, 108), il en est de même 

de A'B', CD'. En effet, 
/ \ par le point B menons 

0- à A'B' la parallèle hb 

jusqu'à rencontre en b 
avec A A' et, par le 
point D, la parallèle bd 
jusqu'à rencontre en d 
avec ce. Si AB =CD, 
les deux triangles AB^, 
CDd sont égaux comme 
ayant un côté égal 
AB = CD adjacent à deux angles égaux chacun à chacun comme 
correspondants. On a donc Bb = Drf. Or Bb et Drf sont respecti- 
vement égaux à A'B', CD', ainsi que cela se voit dans les parallélo- 
grammes BôA'B', DrfC'D'. 
2*» Cas général (*). — Les points A,B,C,D étant quelconques, 

(I) La démonstration est terminëe si l'on part du théorème d'arithmétique déjà rappelé. 
{\'oir Leçons d'Arithmétique de M. Tannery. chap. xiii, n* 493) : Deux gratufenrs gotit propor- 
tionnelles si ; !• d une même valeur de la première correspond toujours une même valeur de la 
seconde; et 2* à la somme de deux valeurs de ta première, la somme des deux valeurs correspondante 
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m* 

D* 
IV 

V 



c 

B* 



■ 



2- 



-A* 



i 

nous allons démontrer que les valeurs à — près des deux rapports 

CD CD' 

rs ®^"T757 sont égales, quel que soil n. 

Soit, par exemple, n = 5 : divisons AB en cinq parties égales aux 
points 1, 2, 3, 4 (fig. 109) et supposons que la cinquième partie 
de AB soit contenue deux fois, mais 
non trois dans CD : soient I, II, III 
les extrémités de trois segments 
égaux au cinquième de AB et 
portés successivement sur la droite 
CB à partir du point C ; de sorte 
que les points I et II sont entre C 
et D (le dernier pouvant toutefois 
coïncider avec C), le point III au 
delà du point D. Par tous ces 
points i, 2, 3, 4, I, II, III, menons 
des parallèles à la direction com- 
mune des droites AA', BB', CC, 

DD', jusqu'à rencontre en 1', 2', 3', 4', F, IF, III', avec la droite 
A'B'C'D'. Nous avons ainsi divisé A'B' en cinq parties égales et 
porté trois fois Tune de ces parties à partir du point C dans la 
direction CD' (1°). Les points I', II' étant dans l'intervalle CD' et le 
point Iir au delà du point D' (d'après la remarque faite tout d'abord) 
le théorème est démontré. 



H4. Théorème. — Une pa- 
rallèle DE à Vun des côtés d'un 
triangle ABC partage les deux 
autres côtés AB, AC en parties 
proportionnelles {fig. 110). 

En eiTet, si par le sommet A 
nous menons une parallèle xy 
à BC, le théorème précédent nous 
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de ta seconde, \jA première condition ost vériflëo, ainsi qu'il est démontré dans le texte (!•), la 
seconde l'est évidemment, moyennant la remarque que les points homologues se succèdent 
dans le même ordre sur les doux droites ABGD, A'B'C'I)'. Dans lo texte, nous reproduisons 
la démonstration du théorômo d'arithmétique, en l'adaptant au cas particulier qui nous 
occupe. 
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prouve que les parallèles BC, DE, xy divisent les sécantes AB, AC en 
parties proportionnelles. 

Rkmabqub. — La dirision dont il s*agit peut être intérieure on 
extérieure ; mais elle est de même nature sur les deux côtés. 

Réciproque. — Si une droite divise deux côtés d'un triangle en 
parties proportionnelles, elle est parallèle au troisième côté. 

Soit la droite DE qui divise les côtés AB et AC en parties 

proportionnelles {fig.) lil. Par le point D, menons une parallèle 

BC, et soit E' le point où celte parallèle 

AE' 
coupe AC. Le rapport =— est égal au 

L Cl 

AD 
rapport — (théor. précéd.), et par suite 

au rapport — (hypothèse). Les points E,E' 

coïncident donc (108) et DE est parallèle 
àBC. 
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H5. Théorème. — Dans tout triangle : 

1" La bissectrice d'un angle quelconque partage le côté opposé en 

parties proportionnelles aux 
, ' 7 ^ côtés adjacen Is ; 

2° La bissectrice d'un angle 
extérieur détermine de même 
sur le côté opposé deux segments 
proportionnels aux côtés adja- 
cents. 

1" Soit la bissectrice AD de 
Tangle A du triangle ABC 
{fig, \ 12). 
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Je veux démontrer que ^-p, = -77;" 

iili AL. 

A cet effet, menons la parallèle CE à AD jusqu'à rencontre en E 
avec AB. On a, dans le triangle BAD coupé par la parallèle CE à AD, 



BD 
DC 



BA 
AE' 
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Mais le triangle ACE a ses deux angles en C et en E égaux, comme 
égaux respectivement aux deux moitiés A„ Aj de Tangle en A (E = A, 
comme correspondants ; C = A, comme alternes internes) ; il est 
donc isoscèle, et Ton peut, dans la proportion précédente, remplacer 
AE par AC : d'où la proposition énoncée. 

2* La bissectrice AF de Tangle extérieur en A {fig. 113) du 




triangle ABC rencontre le côté BC en F (du moins si le triangle n'est 

pas isoscèle). Nous voulons démontrer que p-=; =: -— • 

CF AG 

La démonstration est tout ù, fait semblable à la précédente. On 

mènera par le point C une parallèle CG à AF et on remarquera : 

BF BA 
1** que les parallèles CG, AF nous donnent 7;-^, = tt; » 2° que le 

Cl' AG 

triangle ACG est isoscèle (comme ayant les angles en C et G égaux 

respectivement aux deux moitiés de Tangle extérieur en A et, par 

suite, égaux entre eux), ce qui permet de remplacer AG par AC. 

Remarque. — On voit que la bissectrice d'un angle d'un triangle et 
la bissectrice de Vangle extérieur adjacent divisent harmoniquemont le 
côté opposé. 

Réciproque. — X^Siune droite issue d'un sommet d'un triangle divise 

intérieurement le côté opposé en parties proportionnelles aux côtés 
adjacents, elle est bissectrice de Vangle au sommet ; 

2** Si une droite issue d'un sommet d'un triangle divise extérieurement 
le côté opposé en parties proportionnelles aux côtés adjacents, elle est 
la bissectrice de Vangle extérieur correspondant. 

Car il n'y a (108) qu'un seul point qui divise intérieurement le 
côté BC {fig 112) en parties proportionnelles aux cotés adjacents, 
et c'est le pied de la bissectrice de l'angle en A. De même, il n'y a 
(HO) qu'un seul point qui divise extérieurement le cùté BC en 



rrs!^^^^ 
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parties proportionnelles aux côtés adjacents, et c*est le pied de la 
bissectrice de Tangle extérieur en À. 

H6. Théorème. — Le lieu géométrique des points dont les distances 
à deux points fixes sont dans un rapport donné {différent de 1) est une 
circonférence. 

Soient A, B {fig. 114) les deux points donnés : cherchons le 

MA 

lieu des points M tels que Jj soit égal à un nombre donné wi. 

MB 

Il existe deux points du lieu, Tun C sur le segment AB, Tautre D 

sur son prolongement : ce 

esont les points dont nous 
avons reconnu l'existence 
aux n<>" 108-110. Soit alors 
un point quelconque M du 
lieu cherché. Ladroite MC, 
qui divise AB en parties 
CA, CB, proportionnelles 
à MA, MB, est bissectrice 
y^^^ ^^^ de Tangle en M du triangle 

AMB. La droite MD, qui 
divise extérieurement le cùlé AB de ce triangle en parties 
proportionnelles «aux côtés adjacents, est bissectrice de l'angle 
extérieur en M. Ces deux droites sont donc rectangulaires 
(liv. I, 17) et par suite le point M appartient à la circonférence C 
décrite sur CD comme diamètre (liv. II, 78). 

Réciproquement, supposons le point M sur la circonférence C. 
Menons par M une droite MA', symétrique de MB par rapport à MC, 
et soit A' le point où elle coupe AB. Les droites MC, Ml) étant les 
bissectrices de Tangle A'MB et de son supplément, le point A' est le 
conjugué de B par rapport au segment CD (115, Remarque) : il coïn- 
cide donc avec A. Les droites MC,MD étant les bissectrices de l'angle 

» ..^ , I . . 1 • MA CA 

AMB et de son supplément, on a bien irs = T^s = wi 

MB CB 

C. Q. F. D. 

Corollaire. — SI l'on divise harmoniguement un diamètre d'un cercle 
en deux points A et B, le rapport des distances d'un point quelconque 
du cercle aux deuxjjoints liet B est constant. 
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12L Sur deux droites fixes, on prend, à partir de deux points fixes Â, B situés 
respectivement sur ces deux droites, deux segments AM, BN qui varient propor- 
tionnellement Pun à Pautre et, par les points M, N respectivement, on mène des 
parallèles à deux directions données. Trouver le lieu du point d'intersection de ces 
deux parallèles. 

125. Deux cordes issues d'un même point d'une circonférence divisent harmoni- 
quement le diamètre perpendiculaire à la droite qui joint leurs extrémités non 
communes. 

126. Dans quelle région du plan sont situés les points tels que le rapport de leurs 
distances à deux points donnés A, B soit plus grand qu'un nombre donné (n** 112,66) ? 

127. Trouver un point dont les distances aux sommets d*un triangle soient 
proportionnelles à trois nombres donnés. 

Le problème, lorsqu'il est possible, a en général deux solutions. Montrer que les 
deux points qui répondent à la question sont sur un même àiamètre du cercle 
circonscrit au triangle donné et divisent harmoniquement ce diamètre. 

128. Par un point commun A de deux circonférences, on mène une sécante mobile 
qui coupe à nouveau les circonférences en M, M^ Lieu du point qui divise MM' dans 
un rapport donné (Ex. 65). 



CHAPITRE II 

SIMILITUDE DES TRIANGLES 

» 

117. Définition. — Deux triangles sont dits semblables quand ils 
ont les angles égaux et les côtés homologues proportionnels. 

Remarques. — Deux triangles égaux sont, par cela même, sem- 
blables. Deux triangles semblables à un même troisième sont sem- 
blables entre eux : en particulier, si deux triangles sont semblables, 
tout triangle égal au premier est semblable au second. 

Théorème. — Toute parall*He à l'un des côtés d'un trianijle forme 
avec les deux autres côtés un triangle semblable au premier. 

GéOMKTniIi. 8 
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Soit la parallèle DE au côté BC d un triangle ABC {fig.A\5). Je dis 

que le nouveau triangle ADE est sem- 
blable au triangle ABC. 

En premier lieu, les angles des deux 

triangles sont égaux chacun à chacun, 

y -, X Tangle en A étant commun et les angles 

/^ T \ D,E étant respectivement correspon- 

Fio. U5. dants de B, C. 

AD AE 

En second lieu, on a (114) t^ = 77; etil nous reste donc seulement 

AB ACi 

à prouver que la valeur commune de ces deux rapports est égale 

^ DE 
a — • 
BC 

Pour cela, nous mènerons par le point D une parallèle DF à AC, de 

manière à former le parallélogramme DEFC. 

La droite DF coupant les côtés BA, BC en segments proportion- 

DE FC AD 
nels,ona — = g^ = ^. 

c. Q. F. D. 

Remarque. — La droite DE peut être intérieure au triangle {fig. 115) 
ou extérieure (fig. 116 et 117) sans que la démonstration cesse de 





Fig. 116. 



Fio. 117. 



s'appliquer. Toutefois, dans le cas de la figure 117, les angles homo- 
logues non communs des deux triangles sont égaux, non comme 
correspondants, mais comme alternes-internes. 

118. Les propositions suivantes, connues sous le nom de cas de 
similitude des triaiigles^ donnent des conditions nécessaires et 
suffisantes pour que deux triangles soient semblables. 
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m 

Premier cas db similitude. — Deux Inangles sont semblables s^ils 
ont deux angles égaux chacun 
à chacun. ^ 

Soient les deux triangles / \ 

ABC, A'B'C, dans lesquels on X \ 

a A = A', B = B' (fig. 118). Je y^' V 

porte sur AB une longueur Z A 

AD = A'B' et, par le point C, p,^ ,,g 

je mène une parallèle DE à BC. 

Le triangle ADE est semblable à ABC (théor. préc.) ; il est d'ailleurs 

égal à A'B'C, comme étant équiangle et ayant un coté égal. 

Deuxième cas. — Deux triangles sont semblables s'ils ont un angle 
égal compris entre côtés jyroportionnels. 

Soient les deux triangles ABC, A'B'C, dans lesquels on a A = A', 

AB A'B' 

— - =-7777 • Prenons sur AB une longueur AD = A'B' et menons la 

Ati A C 

parallèle DE à BC. Le triangle ADE est semblable à ABC. Il est égal 

àA'B'C comme ayant un angle égal (A=: A') compris entre cotés égaux 

chacun à chacun : AD est effectivement égal à A'B' par construction, 

. , j ,. AB A'B',^ ,^, , AB AD 

et les deux proportions ---=-—— (hypothèse) et 77; = r— » qui ont 

AL A Cl Ali Ah 

trois termes communs, nous donnent A'C = AE. 

Troisième cas. — Deux triangles sont semblables quand ils ont les 
trois côtés proportionnels. 

Soient les deux triangles ABC, A'B'C, qui ont — - ='',- = — — . 

A B A <4 £> ti 

Portons sur AB une longueur AD = A'B' et menons la parallèle DE 

à BC. Le triangle ADK, semblable à ABC, est égal h AH C comme 

ayant les trois côtés égaux chacun à chacun. En effet Al) A B' par 

. r » 1 r AB AC AB BC . , . . 

construction et les proportions tt; = tt^ et Vt^ = t7^ m' prec. qui 

^ ^ AD AE AD DE ^ ' ^ ^ 

ont respectivement trois termes communs avec les proportions, 
données dans Thypothèse, — = —, — = ^7^,, nous donnent 
bien AE=A'C', DE=B'C'. 

Remarque. — La définition des triangles semblables comprend cinq 
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conditions : trois données par Tégalité des angles chacun à chacun, 
deux par la proportionnalité des côtés. Le corollaire III du n" 44 
(Livre I) montre qu'on peut supprimer l'une des trois premières 
conditions, ce qui réduit à quatre le total. 

Mais les cas de similitude que nous venons de démontrer nous 
font voir qu'il suffit, pour la similitude, de deux (convenablement, 
choisies) des cinq conditions primitives. 

119. Théorème. — Deux triangles qui ont leurs côtés respectivement 
parallèles ou poyendiculaires^ sont semblables. 

En effet, dans ce cas, les angles sont égaux ou supplémentaires 
chacun à chacun (liv. I, 43), de sorte que (ABC et A'B'C étant les 
deux triangles) on a 



A — A' 


ou 


A + A' — 2dr., 


B — B' 


ou 


B + B' — 2dr., 


C — C 


ou 


C + C = 2 dr. 



Les trois égalités de la seconde colonne ne peuvent être vérifiées 
ensemble, sans quoi la somme totale des angles des deux triangles 
serait égale à 6 droits, et non à quatre. Deux de ces égalités ne peu- 
vent pas non plus coexister; par exemple, on ne peut pas avoir à la 
fois A + A' =2dr., B + B' = 2 dr. ; sans quoi la somme totale serait 
égale à 4 dr. + C + C- Il faut donc prendre au moins deux égalités 
dans la première colonne, et les deux triangles ont deux angles 
égaux chacun à chacun (1"" cas de similitude). 

120. Théorème. — Veux triangles rectangles sont semblables lorsque 
le rapport d'un des côtés de l'angle droit à F hypoténuse est le même pour 
les deux triangles. 

En effet, nous pourrons opérer comme au n° 118 et former un 
troisième triangle semblable au premier et ayant même hypoténuse 
que le second. Le second et le troisième triangle auront alors un 
coté de l'angle droit égal et seront égaux, d'après le 2'' cas d'égalité 
des triangles rectangles. 

Remarque. — Outre ce cas de similitude, on peut, bien entendu, 
appliquer aux triangles rectangles les cas de similitude des triangles 
quelconques. Par exemple,deux triangles rectangles sont semblables 
quand ils ont un angle aigu égal (1" cas de similitude des Iriangles 
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quelconques) ; ou les cotés de Tangle droit proportionnels (2' cas de 
similitude des triangles). 

121. Théorème. — Un faisceau de droites concourantes découpe sur 
deux parallèles des segments proportionnels. 

Soient, par exemple, les trois droites concourantes SA A', SBB',SCC' 
(fig. 119) qui rencontrent les deux 
parallèles ABC, A'B'C. 

On a, dans les triangles sem- 
blables (117) SAB, SA'B', 

AB^ SB' 
AB *"^SB 

et, dans les triangles semblables 
SBC, SBC, 

B^C' SB' 
BC ~ SB ' 




FiG. 119. 



d'où résulte bien la proportionnalité de A'B', BC à AB, BC. 

Remarque. — Les segments qui se correspondent sont tous de 
même sens ou tous de sens contraire, suivant que le point S est 
extérieur ou intérieur aux parallèles. 

Réciproque. — Si trois droites interceptent sur deux parallèles des 
segments proportionnels [tous de même sens ou tous de sens contraire], 
ces irais droites sont concourantes ou parallèles. 

Si les segments sont égaux chacun à chacun et de même sens, les 
droites sont parallèles (46, 2* réciproque). 

Soient donc les droites AA',BB',CC' qui interceptent sur les paral- 
lèles ABC, A'B'C des segments proportionnels, de sorte que l'on ait 



AB' BC A'C 



rnf 



AB 



BC AC 



la valeur commune des trois rapports étant difTérenle de 1 si les 
segments sont de même sens sur les deux droites. Cette dernière 
restriction rend impossible (46) le parallélisme des droites AA', BB'; 
celles-ci se coupent donc en un point S. 
Joignant alors SC, nous voyons que cette droite coupera la parai- 
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lèle A'B'C'en un point C\, lequel coïncide nécessairement avecC, 

A'C AC k'C 

puisqu'on a ^ = ^ (théor. précédent) = g;^, (hypothèse). 



129. Par le point d^intersection des diagonales d'un trapè/e, on mène une 
parallèle aux bases. Démontrer que cette droite est divisée par les côtés non- 
parallèles en deux parties égales. 

130. Soient : a = AB, 6 = CD les bases d'un trapèze. On divise Tun des côtés non- 

parallèles dans le rapport -— = — et par le point E on mène une parallèle aux 

EG n 

bases. Montrer que le segment de cette parallèle compris à l'intérieur du trapèze 

m^D 4- W.AB 

est . 

m-\- n 

131. Si, des sommets d'un triangle et du point de concours des médianes, on 
abaisse des perpendiculaires sur une droite extérieure au triangle, la dernière de 
ces perpendiculaires est la moyenne arithmétique des premières (ex. précédent). 

132. Par le sommet A d'un parallélogramme ABCD, on mène une sécante quel- 
conque qui coupe la diagonale BD en E et les côtés BC, CD eu F, G. Prouver que AE 
est moyenne proportionnelle entre EP et EG. 

133. Lieu des points qui divisent dans un rapport donné les segments interceptés, 
par les côtés d'un angle donné, sur les parallèles à une direction donnée. 

134. Quel est le lieu des points d'où l'on voit deux cercles donnés sous un même 
angle (*)? 

(1) L'angle sous lequel ou voit une courbe d'un point déterminé, est l'angle formé par les 
tangentes menées de ce point à la courbe. 



RELATIONS MÉTRIQUES RELATIVES AUX TRIANGLES. 



119 



CHAPITRE m 

RELATIONS MÉTRIQUES RELATIVES AUX TRIANGLES 

122. Définition. — On nomme projection orthogonale (ou, pour 
abréger, ');ro/ec/io«î d'un point sur une droite, le pied de la 
perpendiculaire abaissée du point sur la droite. 

On nomiaQ projection d'un segment sur une droite, le segment 
qui a pour extrémités les projections du segment primitif. 

123. Soit ABC (7?^. 120) un triangle rectangle en A. De ce 
sommet A, abaissons sur l'hypoténuse la hauteur AD. Il existe, entre 
les différents éléments de la figure ainsi formée, des relations que 
nous allons faire connaître. 

Théorème. — Dans un triangle reC' 
tangle, chaque côté de Vangle droit est 
moyen proportionnel entre Vhypoté- 
nuse entière et sa projection sur l'hypo- 
ténuse. 

Par exemple, AB est moyen proportionnel entre BD et BC. En 
effet, les deux triangles rectangles ABD, ABC, sont semblables, 
comme ayant Tangle en A commun (120, Remarque), Les côtés 
homologues des côtés AB, BD du premier triangle étant les côtés 
BC, AB du second, on a bien 

BD AB ^ 




Fio. lîO. 



AB' BC 



ou AB«=BD.BC. 



C. Q. F. D. 



Corollaire. — Toute corde d'un cercle est moyenne proportion^ 
nelle entre le diamètre et sa projection sur le diamètre qui passe à 
l'une de ses extrémités {fig, 121). 
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Car ce diamètre et cette corde sont bien l'hypoténuse et un côté 

de Tangle droit d'un même triangle 
rectangle (73, cor. II). 

Remarque. — Les triangles sem- 
blables ABD, ABC [fig. 120, 121) 
donnent encore 

AB_ AD 
BC~ AC' 
ou AB . AC = HC • AD. 



i'i<i. isi. Ainsi le produit des côtés de iaugle 

droit d'un triangle rectangle est égal 
au jyroduit de Vhypotênuse par la hauteur correspondante. 

124. Théorème de Fythagoue. — Dans un triangle rectangle, le 
carré de l'hypoténuse est égal à la somme des cadrés des deux autres 
côtés. 

Nous venons de voir que Ton a 

ÂB^ = BC. BD 




Le même théorème, appliqué au côté AC, donne 



AC == BC. CD; 
d*où, en ajoutant membre à membre 

Xb' + ÂC* = BC (BD + CD) = BC' 



C. Q. F. D. 



Remarque. — Ce théorème sert à calculer un côté quelconque 
d'un triangle rectangle, lorsqu'on donne les deux autres. 

Ainsi, soit à calculer Thypoténuse d'un triangle rectangle qui 
a pour côtés de l'angle droit 3"' et 4"'. L'unité de longueur étant le 
mètre, le carré du nombre qui mesurera l'hypoténuse sera la 
somme des carrés des nombres 3 et 4, qui mesurent les côtés de 
l'angle droit. Celte somme étant 3^ + ^* = ^^^ ^^^^ ^^ racine 
carrée est 5, l'hypoténuse sera égale à 5 mètres. 

Soit encore à calculer l'un des côtés de l'angle droit d'un triangle 
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rectangle, connaissant rhypolênuse, égal à 10™ et Tautrc cùlé de 
Tangle droit, égal à 7". Le carré du côté cherché, ajouté à 49 (= 7*) 

devra donner 100 (= 10 ) ; ce carré sera donc égal à 100 — 49 =: 3 J . 
La racine carrée de 51 [soit, a un centième près : 7, 14< donnera la 
mesure, en mètres, du côté cherché. 

125. Théorème. — Umu un Irianffte rectangle^ la perpondiaitairr 
abaissée du sommet de r angle droit snr F hypoténuse est moyenne 
proportionnelle entre les deux segments quelle détermine sur 
r hypoténuse. 

En effet, les deux triangles ABD, ACD {fig. 120) sont semblables 
comme ayant leurs côtés perpendiculaires. Les lignes BD, AD sont 
donc bien proportionnelles à Al), DC. 

Corollaire. — Dans un cercle^ la perpendiculaire ahaissée d'un 
point quelconque sur le diamètre est moyenne proportionnelle entre les 
segments quelle détermine sur re diamètre. 

126. Théorème. — La différence des carrés de deux côtés d'un 
triangle est égale à la différence des carrés de leurs projections sur le 
troisième côté. 

Dans le triangle ABC (fig. 123), projetons le sommet B en H sur 
AC. Les égalités 

ÂB* = ÂTi- + iïïi-, 
îk:- = cFi" + Kû^ 

donnent bien, par soustraction, BC — AB — CH" — AH*. 

Théorème. — Ihns tout triangle : 

1® Le carré du côté opposé à un angle aigu est égal à la somme des 
carrés des deux autres côtés, moins deux fois le produit de l'un de ces 
côtés par la projection de Vftutre sur lui ; 

2® Le carré du côté oppitsé à un angle obtus est égal à la somme des 
carrés des deux autres côtés, plus deux fois le produit de Fun de ces 
côtés par la projection de Vautre sur lui. 



122 



GÉOMÉTRIE. 




FiG. 122. 



1*» Dans le triangle ABC [fig, 122), soit BCle côté opposé à Tangle 
aigu A. Du point B, abaissons la perpendiculaire BH sur AC. On 

a (théor. précéd.) 

BC* = ÂB^+CH* — Âïï^ 
Mais, CH étant la différence entre AG et AH, 
on peut (/) remplacer CH* par 

ÂC*— 2AG.AH + ÂH^. 
H vient bien alors 

BC* = ÂB* + AG* — 2AC. AH. 

2° Dans le triangle ABC [fig, 123), soit BC le côté opposé à Tangle 
obtus A. Du point B, abaissons la perpendiculaire BH sur AC. On a 

encore BC* = ÂB* + CH* — Âïî*. 
CH étant la somme de AC et de AH , on peut (*) 

remplacer CH* par ÂC* + 2AC. AH + ÂH*. U 

vient bien alors 

BC* = ÂB* + ÂC* + 2AC . AH. 

Corollaire. — Un angle d'un triangle est aigu^ droit ou obtus, 
suivant que le carré du côté opposé à cet angle est inférieur, égal ou 
supérieur à la somme des carrés des deux autres côtés, 

127. Théorème de Stewart. — Etant donnés un triangle ABC et 

un point D sur la base entre B et C, on a 





XB', DC+AC'.BD — AD'.BC=:BC. DG. BD. 

Du point A [fig, 124), abaissons sur BC la 
perpendiculaire AH et supposons, pour fixer 
les idées, que le point H tombe du même 
côté de D que le point C. Les deux théo- 
rèmes du numéro précédent s'appliquent, l'un au triangle ACD, 
l'autre au triangle ABD et donnent 

ÂC' ne ÂD' + DC' — 2 CD. DH 
ÂB' = ÂD' + BD' + 2 BD. DH. 

(1) Noti9 supposons connues les l'ormules qui donnent le carré de la somme ou de la 
différence de deux nombres. 

(a -f à)* = rt« 4- îab -f b*, 

(rt — t)S = a« — 2rt6 4- hi. 
Voir Tannery, Lerons d Arithmétique, chap. ii, n"» 83, 83. 
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Multiplions ces deux égalités, Tune par BD, Tautre par CD, et 
ajoutons membre à membre. Le terme 2. BD. CD. DH, qui se 
trouve une fois avec le signe — et une fois avec le signe 4~) disparait 
et nous avons 

ÂCV BD + ÂB' .CD == ÂD* (BD + CD) + DC*. BD + BD*. CD 

= ÂD*. BC f Bb."Cb BG. 

128. i^iplication au calcul de différentes lignes remarquables 
d'un triangle. 

Soit un triangle quelconque ABC dont les côtés BC, CA, AB sont 
mesurés respectivement par les nombres (supposés donnés} 
a, A, c : proposonS'Uous de calculer les longueurs des médianes, 
des bissectrices et des hauteurs de ce triangle. 

l*" Médianes. — Soit AD la médiane issue du 

sommet A [fig. 123). Dans Tégalité fournie par y^ ^ 

le théorème précédent, il faudra remplacer BC, y^ / 

CA, AB respectivement par a, 6, c ; DC et BD y / 

a * "" 

par ç. On pourra tout diviser par a et il viendra fuî. i2î 



h' + f * -^^^i 



t_ = AD- + (-) , d'où AD^ = —f . 

Ainsi In somme des carrés dr deux côtés dxtn triangle est égale 
fï deux fois le carré de la moitié du troisième côté^ plus deux fois le 
carré de la médiane correspondante, 

128 Ois, D'autre part, si dans les égalités 

ÂC' = ÂD' + DC' — 2 CD. DH 
ÂB* =ÂD' +im- + 2 BD. DH 

du numéro 127, on remplace encore BC, CA, AB par a, 6, c; DC et 

BD par - et qu'on retranche membre in membre la première de la 

seconde, on a 

c' — b^ z=2a. DH. 

Ainsi la différence des carrés de deux côtés d'un triangle est 
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nu double produit du troisième côté par la projection, sur ce côté, 
de la médiane correspondante. 

Corollaire. — Le lieu des points C, tel que la différence des 
carrés de leurs distances à deux points fixes k et B soit constante, 
est une perpendiculaire à AB. 

Car si la différence AB* — AC est constante, la projection H du 

point C sur AB est un point 
lixe. 

129. 2'' Bissectrices. — 
Désignons maintenant par 
AD la bissectrice de 
rangle A {fig. 126). Le 

point D divisera BC proportionnellement aiyc côtés AB et AC, de 

sorte qu'on aura 

BD CD BC a ^^ ac ^^ ab 

ou BD = T-r- 1 CD = - 




c b b -\- c 6 + c 6+c c -\- b 

Dans la relation fournie par le théorème du n° 127, nous rem- 
placerons BD et CD par ces valeurs, en même temps que 
BC, CA, AB par les leurs et nous aurons, en divisant par a 

c^ b , b^ c — -9 ab ac 



b -{- c b -{- C b -{- € b -\- c 

d'où 

-4T>- _ c^ ff + à'c ^^àc _ [b + cY — a' 

^^ - o + c {b + cy~ (b + cY • 

Soit encore AE la bissectrice de Tangle extérieur en A {fig. 126), et 
supposons, pour fixer les idées , que AB soit plus grand que AC, de 
sorte que le point E, qui divise extérieurement le coté BC propor- 
tionnellement à AB et AC, se trouve sur BC prolongé au delà du 
point C. On aura 

^^ ^^ '^^ " .ouBE^-^,CE= "' 




C b c — b c — b c — b c — b 



Nous appliquerons le théorème du n'' 127 au triangle ABE et au 
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point C pris sur sa base BE. En remplaçant BC, CA, AB, BE, CE 
par leurs valeurs et divisant par a, nous aurons 

c^b . —-9 h^c ac ab 



TT2 



+ EA' — 



c — b c — b c — b c — b 

V ' Tl^2 ri'bc c'b - b'c . a'-{c^ by 
d ou Ah = ■ — ; — =z bc. 



[c—b]' c — b [c — ày 

130. 3*" Hauteurs. — Du point A, abaissons la hauteur AH. 
ifig, l'27) Des deux angles B, C, Tun au moins est aigu. Supposons, 
pour fixer les idées, que Tangle B soit tel. On peut appliquer 
le théorème du n*" 126 au côté AC = 6, opposé 
à cet angle B et écrire J} 

/y» = a^ + c-— 2r/.BH 
fli + c* _ b^ 



ou BII = 



2 a 




Mais, dans le triangle rectangle AHB, on a 

4a* 

Cette égalité, dont le second membre est une difîérence de deux 
carrés, peut par suite s'écrire {*) 

__ (2ac —a'^c'' + b^] [Uc + a^ J^ç^ — b^ ) 

_ [b^^in^cf][(a + cy—b'] 
~ /la^ 

Mais chacun des deux facteurs qui figurent au numérateur 
du second membre est lui-même une différence de carrés. La 
formule précédente s'écrit donc encore 

, (b .-n+c){b +a^c){a + c—b)(a + b + c) 
AH 4^i . 

(I; Voir Leçons 'l'Arithnirtique de M. Tauucry, chap. ii, n» 87. 
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Si Ton désigne par p le demi-périmètre du triangle , de sorte 
que a'\-b-\-c = 2p^ les quantités 6 + c — a, c+<» — fj,a-\-b — r 
seront respectivement égales à 2p — 2fl, 2/; — 2 6, 'Ip — 2 c, do 
sorte que 

f _ *p{p—a){p—à)ip — c] 



AH' = 



a' 



Si, d'autre part, on effectue le produit [a -f c)^ — b^] [b* — {a — c*)], on 
voit qu'on peut écrire 



^., _ i 



AH' =^,[46«c2— (6* + c*— a*)]«=7^(26V + 2cV + 2a«6* — a*-6* — c*) 



130 bis. k"* Rayon du cercle circonscrit. — Le produit de deux 

côtés d'un triangle est t'gal à la hauteur qui 
tombe sur le troisième côté, multipliée par le 
diamètre du cercle circonscrit. 

Dans le triangle ABC [fig. 128), soient AH 
la hauteur issue de A, AA' le diamètre du 
cercle circonscrit. Les triangles AHC, ABA' 
sont rectangles, Tun en H, l'autre en B; 

ils ont un angle aigu égal (A' = C comme 
interceptant le même arc AH); ils sont 
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donc semblables et donnent 777 = Tm ^^ AB.AC — AH.AA'. 

AC AA 

C. Q. F. D. 



D'après la valeur trouvée ci-dessus pour AH, ce théorème donne 
(R désignant le rayon du cercle circonscrit) 



AA^ _ bc _ 
~ 2 "" 2AH "" 



abc 



4 >JP (P — «) (/^ — àj (y> — r) 
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135. Le produit des segments interceptés par une tangente mobile d*un cercle sur 
deux tangentes parallèles est constant 

136. L'inverse du carré de la hauteur d*un triangle rectangle est égal à la 
somme des inverses des carrés des côtés de Vangle droit. 

137. Quel est le rapport de la somme des carrés des médianes d'un triangle à la 
somme des carrés des côtés ? 

138. La somme des carrés des distances d*un point quelconque du plan à deux 
sommets opposés d'un parallélogramme a, avec la somme des carrés des dislances du 
même point aux deux autres sommets, une différence constante. — Cas du rectangle. 

139. La somme des carrés des quatre côtés d*un quadrikttére est égale à la 
somme des carrés des diagonales, plus quatre fois le carré de la droite qui joint les 
milieux des diagonales. ' 

140. Af B, C étant les sommets d'un triangle, G le point de concours des médianes, 
M un point quelconque du plan, on a SÎÂ* -{- MB* -f Âic* = GÂ' -+- CÏB* + GC* + SMÏÎ*. 

141. Trouver le lieu des points tels que les carrés de leurs distances à deux points 
fixes, multipliés respectivement par des nombres donnés, aient une somme ou une 
différence donnée. — Retrouver ainsi le théorème du n* 116. 

m bis. Trouver le lieu des points tels que les carrés de leurs distances à trois points 
donnés, multipliés res|)ectivement par trois nombres donnés, aient une somme 
constante. — Même problème lorsque, au lieu de trois points donnés, il y en a un 
nombre quelconque. 

142. Le carré de la bissectrice d'un angle d'un triangle est égal aux produits des 
côtés qui la comprennent, diminué du produit des segments qu elle intercepte sur le 
troisième côté. — Énoncé analogue pour la bissectrice de l'angle extérieur. 

143. Déduire des calculs de la médiane et de la bissectrice (128, 129; les inégalités 
indiquées, ex. 11 et 18. 

113 bis. Si la médiane d'un triangle est moyenne proportionnelle entre les côtés 6,c 
qui la comprennent, le carré construit sur la différence ù — c a pour diagonale 
le troisième côté du triangle. 

144. Par un point intérieur à un cercle, on mène deux cordes rectangulaires. 
Prouver que la somme des carrés de deux côtés opposés du quadrilatère qui a pour 
sommets les extrémités de ces cordes est égale au carré du diamètre. 

145. Le produit des distances d'un point d'un cercle d doux côtés opposés d'un 
quadrilatère inscrit à ce cercle est égal au produit des distances du même point aux 
deux autres côtés, ou aux deux diagonales. 

Que devient cet énoncé lorsque deux côtés opposés deviennent tangents? 
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LIGNES PROPORTIONNELLES DANS LE CERCLE 

AXE RADICAL 
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131. Théorème. — Si, d'un point A pris dans le plan d^un cercle, 
on mène des sécantes à ce cercle, le produit des distances du point aux 

deux points d'intersection de la sécante avec 
le cercle est constant. 
Nous distinguerons deux cas : . 
1° Le point A est intérieur au cercle 
(fig, 129). Soient les deux sécantes ABB', 
ACC menées par ce point. Joignons BC',CB'. 
Les deux triangles ABC, ACB' sont sembla- 
bles comme étant équiangles. Us ont en effet 
. les angles A égaux comme opposés par le 
sommet et Tangle B' =iC comme ayant tous 
deux pour mesure le demi-arc BC. La proportionnalité des côtés 

donne alors —77= 77;;; ou, en égalant le 
AL Ad 

produit des extrêmes au produit des 

moyens : 

AB.AB' = AC.AC' 

C.Q. F. 1). 

2*^ Le point A e*^ extérieur [fig, 129 bis). 
Soient les deux sécantes ABB', ACC issues 
de ce point. Joignons encore C4B', BC. 
Les deux triangles*ABC', ACB' sont encore 
semblables comme étant équi-angles: ils 

ont en effet langle A commun et Tangle B' = C comme ayant 
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tous deux pour mesure le demi-arc BG. La proportionnalité 

des côtés donne encore 7-7;: = ttu» <i'oii la proposition énoncée. 

ACi An 



131 bis. Réciproque. — Si, sur deux droites ABB', ACC issues d'un 
point A (/?(/. i30), on prend quatre points 
B,B';C,C tels que le produit AB-AB' 
soit égal au produit AC«AC' {le point A 
étant extérieur aux deux segments BB', 
ce ou inférieur à tous deux) ces quatre 
points sont sur une même circonférence. 

En effet, les trois points non en ligne 
droite B,C,C' déterminent une circonfé- 
rence, et cette circonférence coupe ABB' 
en un point B\, tel que AB- AB\ = AC« AC . 
Cette égalité, combinée avec l'hypothèse AC-AC = AB-AB', montre 
que AB', = AB'. Le point B', coïncide donc avec B'. 
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132. Théorème. — 5i, 

par un point extérieur 
à un cercle, on mène une 
tangente et une sécante^ 
la tangente est mogenne 
proportionnelle entre la 
sécante entière et sa 
partie extérieure. 
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Soient en effet ABB' 
la sécante, AT la tangente {fig, 131). On répétera la démons- 
tration du numéro 131 (2") sans aucune modification, si ce n'est 
qu'on remplacera les deux lettres C,C' par la lettre T. 

Nous voyons encore ici un exemple de ce fait (II, 64) que la tan- 
génte doit être regardée comme ayant avec la circonférence deux 
points communs confondus au point de contact. 



Réciproquement, si.sur une droite ABB'onpoWe, â partir du point \, 
les segments de même sens AB,AB' e/, sur une autre droite issue du 
vuhne point A, la longueur AT {fig. 132) moyenne proportionnelle 
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entre AB et AB', les trois points B,B\T sont snr une circonférence 
tangente en T à AT. 

En effet, la circonférence BB'T a, avec la droite AT, un point 

commun T; s'il y avait un 
autre point commun T', 
on aurait (131). 

AB.AB' = ATAT'. 

Cette égalité, comparée 
à Thypothése AB-AB' = 
AT*, montre que le point T 
„ ..,, est nécessairement con- 

FlG. 13:. 

fondu avec T. 

133. Définition. — On nomme puissance d'un point A, par rapport 
à une circonférence, le produit des segments cjui vont du point A 
aux points d'intersection, avec la circonférence, d'une sécante quel- 
conque issue de ce point (produit qui, d'après le n° 131, est indé- 
pendant de la direction de la sécante) : ce produit étant précédé du 
signe + si le point A est extérieur au cercle, du signe — s'il lui est 
intérieur. Lorsque le point est extérieur au cercle, la puissance est 
égale au carré dé la tangente menée de ce point. 

134. La puissance d'un point \ypar rapport à un cercle de centre 0, 
est égale à la différence des carrés de la distance OA et du ragon. 

Prenons en effet, pour sécante issue du point A, la droite OA, qui 
coupe la circonférence en deux points B,B': les segments AB,AB' 
représentent, l'un la somme, l'autre la différence de OA et du 
rayon ; leur produit est donc bien égal à la différence des carrés de 
ces deux quantités. 

Si nous avons égard au signe de la puissance, nous voyons que 
celle-ci est toujours égale à d* — H* (où d est la distance OA, R le 
rayon). 

135. Quand deux circonférences se coupent à angle droite le carré 
du ragon de chacune d'elles est égal à la puissance de son centre par 
rapport à l'autre ; et réciproquement. 
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Si les circonférences 0,0' [fig. 133) se coupent à angle droit au 
point A, la tangente à la circonfé- 
rence 0' en ce point n'est autre que 
OA, et la puissance du point par 

rapport au cercle 0' est OA 

Réciproquement, si la puissance du 
point par rapport au cercle 0' est 

ÔÂ*, OA est langent à ce cercle, et 
les deux cercles sont orthogonaux. 

136. Théorème. — Le lieu des 
points qui ont même puissance par 

rapport à deux circonférences données est une droite perpendiculaire 
à la ligne des centres. 

Cette droite a reçu >m 

le nom d'axe radical 
des deux cercles. 

Soient deux cir- 
conférences de cen- 
tres 0,0' (fig, 134) 
et de ravons r, r'. 
Si le point M a même 
puissance par rap- 
port à ces deux cir- Y^^.^ ,3- 
conférences, on aura 

ÔM* — /•» = ÔM* — r'\ ce qui peut s'écrire ÔM" — (FM* = ?•» — / '* 
et fournit (128 bis) la conclusion demandée. 

Remarques. — I. La démonstration précédente subsiste si Tune des 
deux circonférences a un rayon nul et se réduit à son centre. Ainsi 
le lieu des points tels que leur puissance par rapport à un cercle donné 
soit égale au carré de leur distance à un point donné, est une droite 
perpendiculaire à celle qui joint le point donné au centre du cercle. 

On peut appeler cette droite Vaxe radical du cercle et du poiîit. 

II. L'axe radical de deux cercles concentriques n existe j)as ('). 

(Ij L'axe radical de deux cercle» concentriques doit être considéré comme rejeté à l'infini. 

Car on déduit aisément du n* 128 bis quo si, la différence OM^ — O'M^ restant constante, les 
points O et O' so rapprochent indéfiniment l'un do rautro, la droite, heu du point M, s'éloigne 
A l'inlini. 
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137. Si les deux cercles se coupent^ Vaxe radical est la corde 
commune. 

Il est clair, en efîet, que tout point de la corde commune AB 

(fifj, 135 appartient au lieu. 

H résulte alors de ce qui 
précède que, réciproquement, 
tout point M du lieu appartient 
à la corde commune. Cest aussi 
10 qui peut se voir directement 
en joignant MA : si cette droite 
coupait les deux circonférences 
en deux nouveaux points diffé- 
rents entre eux B,,B'p les deux 
puissances MA*MBi et MA«MB\ 
seraient différentes. 

De même, si les deux circonfé- 
rences sont tangentes, Caxe radical est la tangente commune. 

138. Vaxe radical de deux circonférences (ou du moins la partie 
de cet axe extérieure aux deux cercles) est le lieu des centres des 
cercles coupant les deux premiers à angle droit. 

Car le centre d'un tel cercle a même puissance par rapport aux 
deux circonférences données : le carré du ravon du cercle. 

L'axe radical divise en deux parties égales une tangente commune 
quelconque. 

139. Théorème. — Les axes radicaux de trois circonférences, prises 
deux à deux, se coupent en un même point ou sont parallèles. 

Car le point d'intersection de deux d'entre eux a même puissance 
par rapport aux trois circonférences : il appartient donc au troisième 
axe radical. 

Ce point a reçu le nom du centre radical des trois circonférences; 
s'il leur est extérieur, il est le centre d'un cercle qui les coupe toutes 
trois à angle droit. 

Remarque. — Si deux des axes radicaux coïncident, le raison- 
nement qui précède prouve que le troisième coïncide avec les 
premiers. Les trois circonférences données ont même axe radical. 
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Tout cercle orthogonal aux deux premières est alors orthogonal 
à la troisième. Inversement, s'il en est ainsi, les trois circonférences 
ont même axe radical. 



EXERCICES 

146. On donne un cercle et deux points A, B dans son plan. Par A on mène une 
sécante mobile AMN qui coupe le cercle en M, N. Démontrer que la circonférence 
menée par M, N et par le point B passe par un autre point fixe. 

147. Une circonférence variable passe par deux points flxes A, B (ou reste tangente 
à une droite fixe AB en un point fixe A) pendant que son centre s'éloigne indéfini- 
ment. Démontrer qu'une droite fixe quelconque, issue d'un point Cde AB, coupe 
cette circonférence variable en deux points dont l'un s'éloigne indéfiniment, tandis 
que l'autre se rapproche indéfiniment du point G. 

148. La différence des puissances d'un point quelconque par rapport ù deux 
cercles donnés est proportionnelle à la distance de ce point à l'axe radical. 

149. Le lieu des points tels que le rapport de leurs puissances, par rapport à deux 
circonférences données, soit égal à un nombre donné, est une circonférence qui a 
même axe radical avec les deux premières. En déduire le lieu proposé, ex. 128. 

150. Parallèlement au côté BC d'un triangle on mène la sécante DE qui coupe le 
côté AB en D et le côté AC en E. Montrer que l'axe radical des deux circonférences 
qui ont respectivement pour diamètres BE et CD, est toujours la hauteur du triangle 
ABC, menée par le point A. 

151. D, D' étant deux points du côté BC d'un triangle; E, E' deux points du côté 
CA; F, F' deux points du côté AB; si l'on sait qu'il existe un cercle passant par 
D, D', E, E', un cercle passant par E, E', F, F' et un cercle passant par F, F', D, D', 
il en résulte que les six points D, D', E, E', F, F', sont sur le même cercle. 

152. Dans quels cas les différents cercles orthogonaux à deux cercles donnés 0, ()' 
coupent-ils la ligne des centres 00'? Montrer qu'ils la coupent alors tous aux deux 
mêmes points (points Ihniles de I*oncelet) : à savoir, les points qui ont avec les cercles 
donnés même axe radical. 

153. Par les points fixes A,B on fait passer une circonférence quelconque et, par 
les points fixes C, D, en ligne droite avec les premiers, une autre circonférence 
également quelconque. Démontrer que la corde commune à ces deux circonférences 
passe par un point fixe. 

154. Si le centre radical de trois circonférences leur est intérieur, il est le centre 
d'une circonférence qui est divisée en deux parties égales par chacune des premières. 

154 bis. Le cercle qui divise en deux parties égales trois circonférences données 
(de centres 0, 0', 0") a pour centre le symétrique du centre radical par rapport au 
centre du cercle circonscrit au triangle OO'O". 
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CHAPITRE V 



HOMOTHÉTIE ET SIMILITUDE 



140. Définition. — Ayant choisi un point S qu'on nomme centre 
dliomothéfie et un nombre k qu'on nomme rapport (ïhomothctie ou 
rapport de simililude^ on appelle homothétiqtie d'un point quel- 
conque M le point M' obtenu en joignant SM et prenant à partir du 
point S, sur cette droite (fig, 136) ou sur son prolongement {fig. 137) 

SM' 
un segment SM' tel que -^^ = k. 

oM 

L'homotliétie est dite directe si le segment SM' est pris dans le 
sens SM (fig. 136) et inverse si ces deux segments sont de sens 

opposés {fig, 137). 

La figure homot1n*tiqne 
d'une flgure F est la figure 
formée par l'ensemble des 
points M', homothétiques 
de ceux qui constituent la 
ligure F. 

Remarques. — I. Le 
centre d'homothétie est so7i propre homot hé tique ; c'est le seul point qui 
jouisse de cette propriété (sauf, bien entendu, le cas où l'homothétie 
est directe et le rapport d'homothétie égal à 1 ; tout point coïncide 
alors avec son homothétique). 

II. La symétrie par rapport à un point (99) est un cas 
particulier de l'homothétie inverse. 

141. Théorème. — Dans deux systèmes homothétiques, la droite qui 
joint deux points quelconques de Cun des systèmes et celle qui joint les 
points homologues de l'autre sont toujours parallèles et dans le 




Fig. 130 ot 137. 
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rapport de similitude ; elles sont de même sens ou de sens contraires 
suivant que Vhomothêtie est directe ou inverse. 

Soient, en effet, A et B deux points de la première figure, A' et B' 
leurs homolhétiques {/i)j, 138), S le 
centre, k le rapport d'homothétie. La 

.• SA' SB' , , ,,,. 

proportion —— = -— = A* montre (114, 

oA nD 

é 

Ilécipr.) que les droites AB, A'B' sont 

parallèles; et la similitude des triangles /,.-''' 

SAB, SA'B', qu'elles sont dans le môme *' 

rapport que SA, SA'. ^'''' *^^- 

Corollaires. — I. La fujure homothêtique d'une droite est une 
droite. 

Car si le point B se déplace sur la droite AB, celle-ci restant fixe, 
le point B' décrira la parallèle menée par le point A' à AB. 

II. La figure homothêtique d'une circonférence est une circon- 
férence et les centres sont deux points homologues. 

Car si le point B se déplace de manière que sa distance au point 
hxe A reste constante, le point B' décrira une circonférence de 
centre A' et de rayon AB' = A-AB. 

III. />/ figure homothêtique d'un triangle est un triangle 
semblable au premier. 

142. Théorème. — Réciproquement^ s'il existe dans le plan de 
deux systèmes deux points 0,0' tels que la droite qui joint le point 
à un point M quelconque du premier système et celle qui joint h* 
point 0' au point M homologue du second soient constam7nent parai- 
lélfs et dans un rapport donné k [toujours de même sens ou toujours 
de sens contraire , h's deux systèmes sotit homothétiques. 

Pour que ce théorème soit complètement vrai, // faut considérer 
comme homothétiques directs deux systèmes dans lesriuols les 
droites OM, O'M' sont égales et de même sens, systèmes qui sont 
égaux et dérivent l'un de l'autre par une translation. 

Démonstration. — Soient M, M' deux points homologues quel- 
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conques [fig. 139). Joignons MM'. Si cette droite est parallèle à 00', 
le quadrilatère OMM'O' est un parallélogramme et OM = O'M' : les 
deux systèmes dérivent Tun de Tautre par une translation. Dans le 

cascontraire, ladroite MM' va 

^ *t ta. couper 00' en un point S qui 

est ?\\Q^ c'est-à-dire indépen- 
dant du choix du couple de 
points M, M' : ce point divise en 
effet la droite 00' (extérieu- 
rement si les segments OM, O'M' sont de même sens, intérieurement 
s'ils sont de sens contraire) dans le rapport donné A-, à cause de la 
similitude des triangles SOM, SO'M'. D'ailleurs à cause de cette 

• T. 1 K- SM' O'M' , 

même similitude on a bien 7—7 = -7—7- = A*. 

SM OM c. Q. F. D. 

143. Corollaire. — Deux circonférences peuvent toujours être 
considérées comme homothétiques de deux manières différentes. 

En effet, 0, 0' étant les centres des deux circonférences, les 
extrémités M, M' de deux rayons homologues parallèles et de même 
sens satisferont aux conditions du théorème précédent et décriront 
deux figures homothétiques directes [fig. 140); de même les extré- 
mités M, M' do 
deux rayons pa- 
rallèles et de 
s sens contraire 
."'' seront les points 

homologues de 
deux figures ho- 
mothétiques in- 
Aerses : dans les 

deux cas, le rapport de similitude est égal au rapport des rayons. 
Deux circonférences ont donc deux centres d'homothétie 1 *) (ou 
centres de similitude) S, S,, Tun direct, l'autre inverse : ces points 
divisent harmoniquement la hgne des centres, le rapport de division 
étant égal au rapport des rayons. 
Les points de contact d'une tangente commune extérieure sont 

(1) Toutefois, deux circonférences égales n'ont point de centre do similitude direct; elles 
no peuvent être considérdcs'comroe homothétiques directes que grâce à l'extension donnée à 
ce mot au numéro précédent. 
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homothéliques directs puisque les rayons qui y aboutissent sont 
parallèles et de même sens; les points de contact d'une tangente 
commune intérieure sont de même homolhétiques inverses. 

Donc encore, les tmir/cntes communes exiêneuves [lorsqu'il en 
existe) vont se rencontrer au centre de similitude direct; les tangentes 
communes intérieures (s^il en existe) au centre de similitude inverse. 

Si les circonférences sont tangentes, le point de contact est un 
centre de similitude. 

Revabque. — Deux circonférences ne peuvent être homothéliques 
de plus de deux manières différentes. 

Car s'il y a homothétie, les centres se correspondent (141, cor. Il) 
et les rayons homologues sont parallèles. Suivant qu'ils sont de 
même sens ou de sens contraire, on retombe sur Tune ou Tautro des 
deux homothélies précédemment constatées. 

144. Théorème. — Deux figures homothéliques à une troisième 
sont homothéliques entre ellfs et les trois centres dliomtithéiie sont en 
ligne droite. 

Soient les deux figures F^, Fj [fig, 141) homolhétiques d'une 

s,» 
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même figure F, ; soient (K, 0, les homologues dans F^, Fg d'un 
point Op pris une fois pour toutes dans F,; M^, Mj les homologues 
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d'un point M, quelconque de Fj. Les droites O^M^, O3M3 sont paral- 
lèles, comme étant toutes deux parallèles à 0,M,; elles sont tou- 
jours de même sens (si elles sont toutes deux de méiiie sens que (),.M, 
ou toutes deux de sens contraires, c'est-à-dire si les homothélics (F,, F^) 
et Fp F3) sont de mt^me espèce) OU toujours de sens contraires 
(si les deux homothélies primitives sont de noms contraires); enfin elles 

M 

sont dans un rapport constant, car les égalités -^ = k et 

O3M3 ,,- . . . 1- • . 0,M« k' 

7-—- z=. k entraînent par division •—— ^ =: — . Les deux figures 

OiMi O^Mj A* 

Fj, F, sont donc bien homothétiques entre elles, riiomothétie étant 

directe si les deux homothéties primitives sont de même nom; 

inverse, si elles sont de noms contraires. 

Soient maintenant S^ le centre d'homothétie de F^, F3; S31 le centre 

d'homothétie de F3, F, ; S,j le centre d'homothétie de F,, Fj : je dis 

que ces trois points sont en ligne droite. En effet le point 8^3, 

considéré comme appartenant à la figure F^, est son propre 

homologue dans la figure F3; il a pour homologue dans la figure F, 

un certain point s. La droite sS^, passera par le point S3, (comme 

joignant des points homologues de F,, F3) et par le point S,^ (comme 

joignant des points homologues de Fj, F^). * 

c. Q. F. D. 

Remarque. — On voit que, quand trois figures sont homo- 
thétiques deux à deux, il y a une ou trois homothéties directes. 

145. Trois circonférences peuvent être regardées comme homo- 
thétiques deux à deux, et cela de quatre manières différentes : 
on peut, en effet (143), choisir arbitrairement les sens des deux 
premières homothéties (ce qui fait quatre combinaisons possibles), 
la troisième se déduisant des deux premières. En appliquant le 
théorème précédent, on voit que les trois centres de simUilude directe 
sont en ligne droite ainsi que chaque centre de similitude directe avec 
les centres de similitude inverse qui ne lui sont pas conjugués. Les 
quatre droites ainsi définies sont dites axes de similitude : il y en a 
un direct et trois inverses; ils se coupent deux à deux aux six centres 
de similitude. 




\^ 



Définition. — On nomme quadrilatère complet {fig. 142) la figure 
ée en prolongeant les côtés opposés d'un quadrilatère ordinaire 
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jusqu'à leur rencontre. Un quadrilatère complet a six sommf'fx. A, B, 
C, D,E, F (fig, 142) opposés deux à deux. On appelle encore dingo- 
nale toute droite joignant deux sommets opposés, de sorte que le 
quadrilatère complet AB 
CD EF a trois diagonales 
AB, CD, EF. 

Moyennant ces conven- 
tions, on voit que le$ 
axes de similitude de trois 
circonft'rences fo)*nieni 
un quadrilatère complet 
ayant pour diagonales les 
t7vis lignes des centres. 

146. Définition. — t'*^ »*=i 
Deux figures sont sem- 

hlahles quand elles peuvent être placées de manière à élre liomo- 
thétiques. 

Deux arcs de cercles dont les angles aux centres sont égaux sont, 
par exemple, deux figures semblables. 

Théorème. — Ih'ux pith/gones semhlablrs ont leurs angles rgaux 
et leurs côtés homologues proportionnels. 

Prenons en effet les deux polygones dans la position où ils sont 
homotliéliriues; les angles seront alors égaux chacun à chacun 
comme ayanl leurs côtés parallèles et de même sens, ou parallèles 
et de sens contraires ('suivant le sens de l'homothétie) et le rapport 
de deux entés homologues quelconques sera égal au rapport de 
similitude. 

Corollaire. — Le rapport des périmètres de dru.v polygours 
semblahli's rst égal au rapjiort dp similitude. 

Ce fait résulte de la proportionnalité des côtés, à cause du 
théorème d'arithmétique : Dans une suite de rapports égaux, la 
somme drs numératpurs rst à la somme des dénominateurs comme un 
numérateur est à son dénominateur, 

147. Théorème. — Réciproquement^ si deux polygones ont leur^ 
angles égaux charun à charun, se succédant dans le même ordre. 
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de même sens on tous de sens contraire^ et leurs côtés homologues 
proportionnels^ ils sont semblables. 

Soient deux polygones P (ABCDE) et F (A'B'C'D'E') satisfaisant 
aux conditions de Ténoncé, de sorte qu'on a 

A = A', B = B, C = C, D = D', E = E', 

A^B^ _ WC __ CD _ D E^ _ E^V 
^^^^ Ib "~ BC "~"CD ■"1)Ë"~'ËÂ* 

Prenons Thomothétique, par rapport à un point quelconque, du 

polygone P, le rapport d'homothétie étant égal à la valeur commune 

A'B' B'C 
des rapports ——, -^ttj etc. Nous aurons ainsi un nouveau poly- 

AB BG 

gone PJAiBiCiDjEj), qui aura ses angles égaux (tous avec le même 

sens ou tous avec un sens inverse) et ses côtés égaux à ceux du 

polygone P'. Je dis qu'il lui est égal. 

Tout d'abord on peut supposer que Tégalité des angles ait lieu 
avec conservation du sens (sans quoi on remplacerait le polygone P' 
par son symétrique par rapport à une droite). 

Dans ces conditions, transportons le polygone P' (sans changer 
son sens de rotation) sur Pp de manière que A'B' coïncide avec son 

égal A^Bj. l/égalité des angles B, B', égalité qui a lieu avec identité 
de sens, montre que h'C prend la direction BjCj et, comme ces 
deux lignes sont égales, elles coïncident. On déduirait de là, par le 
même procédé, la coïncidence de CD' avec CjDj et ainsi de suite. 
Les deux polygones coïncident donc. c. Q. F. d. 

148. 7 ou/ polygone peut être décomposé en triangles, et cela d'une 
infinité de façons. En effet : 

1° Si le polygone est convexe, on pourra, par exemple, joindre 

un sommet à tous les autres [fig. 143! ou 
un point intérieur à tous les sommets 
(fig. 144) ; 

2° Si le polygone n'est pas convexe 
[fig. 145), il peut être décomposé en 
polygones convexes (lesquels seront 
ensuite décomposés en triangles, comme il vient d'être dit). 
A cet effet, on prolongera indéfiniment tous les cotés. On décom- 
posera ainsi le plan en un certain nombre de régions (par exemple, 
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sur la figure 145, les régions numérolées do l à 16) telles qu'on ne 
puisse traver- 
ser aucun C(Mé 
ou son prolon- 
gement sans 
changer de ré- 
gion et récipro- 
quement. Cha- 
cune d'elles est 
tout entière in- 
térieure ou tout 
entière exté- 
rieure au poly- 
gone(puisqu'on 
peut passer de 
l'un quelcon- 
que de ses 

points à un autre quelconque sans traverser de côté, prolongé ou 
non) et celui-ci est constitué par Tensemble des régions qui lui sont 
intérieures (sur la ligure 145, les régions numérotées de 1 à 3j, 
lesquelles sont par définition des polygones convexes. 

149. Théorème. — Deux polygones semblables peuvent Mre 
décomposés en triangles semblables et semblablement disposés» 

11 suffit, en efîel, après avoir ramené les deux polygones à Thomo- 
thétie, de diviser Tun d'eux en triangles et i. 
Fautre en triangles homothétiques des premiers. 

Réciproquement, deux polygones qui peuvent 
être décomposés en triangles semblables et sembla- 
blement disposés sont semblables. 

Tout dahord, deux polygones composés de 
triangles égaux chacun à chacun et sembla- 
blement disposés sont égaux. 

Soient en efTet ABC, BCD,CDE [fig. 146), etc., 
des triangles composant un premier poly- 
gone P; A'B'C',B'CD',C'D'E', etc., des triangles 
respectivement égaux aux premiers et semblablement disposés, 
composant un second polygone P'. Nous pouvons transportera 




Fig. \H\. 
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seconde figure sur la première, de manière à faire coïncider le 
triangle A'B'C avec son égal ABC. Dès lors le triangle B'C'D', égal 
k BCI), aura, dans sa nouvelle position, un coté commun BC avec ce 
dernier et sera situé semblablement par rapport au côté commun : 
il coïncidera donc avec BCD. On passerait de là, par le même rai- 
sonnement, à la coïncidence des deux triangles C'D'E', CDE, et ainsi 
de suite. Le polygone P' est donc égal au polygone P. 

Dès lors, si deux polygones sont formés de triangles semblables 
et semblablement disposés, avec un rapport de similitude (' A*, en 
prenant Thomothétique du premier polygone avec ce même rapport 
de similitude A-, nous formerons un polygone égal au second, d'après 
ce qui vient d'être dit. 

150. Théorème. — Siy sur les droites qui joignent un point fixe à chaque 
point M dune figure F, on construit des tiHangles semblables entre eux et de 
même sens, les troisièmes sommets M' de ces triangles forment une figure F' 
semblable à F. 

Car en faisant tourner la figure F autour du point d'un angle égal 

à MOM', on obtient une figure égale à F et homothétique à F' par rapport 
au point 0. 

150 bis. Réciproque.— Étant données deux figures semblables et de même 
senSy il existe toujours un point tel que les tnangles ayant pour sommets ce point 
et deux jmints homologues quelconques, soient tous semblables entre eux. 

En faisant tourner l'une des figures autour de ce point, on peut la rendre 
homothétique à Vautre par rapport au mêm** point. 

Soient les deux figures semblables et de môme sens F, F', de sorte 

ç que F' est homothétique 

/' *'-.. ^, d'une figure F,, égale 

'•"'.''' ■;''^ ô' à F et de môme sens. Il 

.'/',---'' en résulte tout d'abord 
V'B. que deux lignes homo- 
logues AB, A^B' (/î(/. 147) 
des deux figures font 
t V. / -' entre elles un angle cons- 
tant (qu'on peut appeler 
angle des deux figures) : 
car cela a lieu pour les 
F^.. 147. deux figures égales F, F, 

et la figure F' a touies 
ses ligues parallèles aux lignes correspon Jantes de Fj. Ces lignes iHant de 

(1) Ce rapport ost DÔcessairement le mèin3 pour deux triauKles contigus, puisque coux-ci 
dans chaque riguro, uu côtd commuD ; il est donc 1j mémo pour tous les triaDgles. 
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plus proporlionuelles, nous voywis (juc si par le point A nous menons une 
ligne ABp éf;ale et parallèle à A'B' et de même sens, le triangle ARB, sera, 
quels que soient les points A et B, semblable à un triangle fixe T, avec le 
même sens. 

Cela posé, cherchons un point qui se corresponde à lui-même lorsqu'on 
le considère successivement comme appartenant à F et à F'. Soit un tel 
point: si nous refaisons la construction précédente en prenant pour le 
point A le point 0, le point Bo coïncidera avec B', de sorte que le triangle 
OBB' doit être semblable au triangle! et de même sens. Il existe un point, 
et un seul, qui satisfasse à celte condition (M. 

Inversement, le point étant ainsi choisi, si on le regarde comme appar- 
tenant à la figure F, son homologue dans F' sera sur l'homologue de BO, 
laquelle n'est autre que B'O (puisqu'elle doit faire avec BO un angle égal à 
Tangle des deux figures), à une distance du point B' égale à B'O (puisque le 

rapport -ir^ est égal au rapport de similitude de deux figures). Le point 

coïncide donc avec son homologue. 

Dés lors tous les triangles tels que OBB' sont semblables au triangle T; 
déplus, si nous faisons tourner la figure F autour de d'un angle éjLral à 
Tangle des deux figures, elle deviendra homothétique à F', avec conmic 
centre d'homothétie. c. o. f. d. 

Bemarql'e. — Les deux angles AOA, BOB' devront être égaux à Tangle 
des droites AB, A'B'. Si doncnotis prolongeons ces dernières jusqu'à leur 
rencontre en ï, nous pourrons déterminer le point par l'intersection des 
circonférences circonscrites aux triangles AIA', BIB'. 



EXERCICES 

153. Inscrire un carré dans un triangle. 

156. On joint un point fixe A ù un point vari<a1)lcB il'un cercle de centre 0. Lion 

de Tintersection de la droite AB avec la l)isseclrice de l'angle AOB^ 

,, --. 

157. Sur le côté Oj' d'un angle donné aO,»/." on prend un point mobile M, et, sur 
0.M comme diamètre, on décrit un cercle. On trace ensuite un cercle tangent an 
premier et aux côtés Ou-, Oy. Lieu du point de contact des deux cercles. 

158. Le point de concours G des médianes d'un triangle est sur la droite ijui 
joint le centre du cercle circonscrit au point de rencontre des hauteurs et divi>e 
intérieurement cette droite dans le rapport de 1 à 2. 

(On démontrera que ce point G est le centre dhomothétie des deux triangles 
ABC, A'B'C qui figurent dans la démonstration du n*53, liv. I). 

159. On considère trois figures homothéliques et on donne les rapports de simi- 
litude de ces trois figures prises deux à deux. Trouver le rapport dans lequel Tun 
des centres d'homolhétie divise la droite qui joint les deux autres. 

(1) La construction de ce point est indiquée plus loin (151, Constr. 3). 
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160. On donne deux parallèles et un point dans leur plan. Par ce point, on 
mène une sécante mobile qui coupe les parallèles en A, A\ Lieu de l'extrémité 
d'une perpendiculaire menée à la sécante par le point A' et dune longueur égale 
àOA. 

161. Soient F et F' deux figures semblables {mais non égales) et de sens contraires. 
Montrer qu'on peut trouver, de deux façons différentes, une figure F" symétrique 
de F par rapport X une droite et homothétique de F' par rapport à un point de cette 
droite. Le centre d'honiothétie est le môme dans les deux cas ; mais les deux 
homothéties sont Tune dii'ecte, l'autre inverse. 

163. Sur la droite qui joint deux points homologues quelconques de deux figures 
semblables et de même sens, on construit un triangle semblable à un triangle fixe T 
avec le môme sens de rotation; ou encore on divise celte droite dans un rapport 
constant. Les troisièmes sommets des triangles ainsi construits forment une figure 
semblable aux deux premières. 



CONSTRUCTIONS. 



U') 



CHAPITRE VI 



CONSTRUCTIONS 



151. Constr. 1. — Diviser une droite en parties proportionnelles 
à des droites données^ ou en parties égales. 
Première méthode {fig. 148). — Soil la droite AB à diviser, par 







B 
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exemple, en trois parties égales. A partir du point A, sur une droite 
quelconque issue de ce point, on portera les trois segments égaux 
AC, CD, DE. 11 suffira alors de joindre BE et de mener par les 
points C,D des parallèles k cette droite. 

Ces parallèles diviseront AB en trois parties égales (113). 
S'il s'agissait de diviser AB en parties 
proportionnelles à trois lignes données 
(fig. 149), on prendrait AC, CD, DE 
respectivement égaux aux trois lignes 
en question. 

Deuxième méthode ifig. 150;. — Soit j^- 

encore AB à diviser en trois parties 

égales. Sur une parallèle quelconque 

ab k AB, on portera les segments égaux ac, cd, db, et Ton joindra 

An, B^ qui se couperont en : les droites Or, Od diviseront AB en 

trois parties égales (121 . 

S'il s'agissait de diviser AB en parties proportionnelles à trois 
lignes données, on prendrait ar, cdy dh égaux respectivement à ces 
lignes. 

Gkomktrik. 10 
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Constr. 2. — Trouver la quatrième proport km ne Ile à trois droites 
données. 

Construction toute semblable à la précédente. 

Premv}re méthode {fig. 151). — Soient les trois droites don- 
nées a, h, c et soit cherchée la lignes- 

a c 
telle que - ■= -. On portera les droites 

a^b k partir du sommet d'un angle 
quelconque sur les deux côtés, en 
OA et OB; puis le segment c sera 
placé n'importe où sur le côlé OA 
(sur la figure, en CC). Les parallèles 
à AB menées par les extrémités de 
ce segment déterminent sur OB la 
quatrième proportionnelle cherchée. 
Afin de n'avoir qu'une parallèle à mener, on fait, en général, 

coïncider Tune des extrémités du segment c avec le point ou le 

point A. 
Nous laissons au lecteur le soin d'appliquer de même à celte 

construction la deuxième méthode indiquée pour la construction 

précédente. 

152. Constr. 3. — Construire sur une droite donnée un trinnrjlt» 
semblable à un triangle donné. 

Soient le triangle donné ABC et la ligne donnée A, B,. On portera 
cette ligne en AD sur le côté AB; menant par le point D la parallèle 
DE à BC (fig. 152) jusqu'à rencontre en E avec AC, il ne restera plus 

qu'à construire sur A,B, comme 
base un triangle égal à ADE i L. Il, 86, 
Constr. 4). 

Cette construction donne évidem- 
ment lasolution du problème suivant: 

Fi(i. loi. 

Problème. — Etant donnés deux 
points A, B d'une figure F et leurs homologues A', B' dans une figure 
semblable F', trouver Vhomologue d'un troisième point quelconque de F. 

En particulier, son application répétée permettra d'effectuer la 
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Constr. 3 bis. — Construire, sur une droite donnée, un polygone 
semblable à un polygone donné. 

153. Constr. 4. — Construire la moyenne proportionnelle à deux 
droites. 

Nous avons énoncé trois théorèmes conduisant à des moyennes 
proportionnelles (123, 125, 132). Ces trois 

théorèmes nous fournissent chacun une *' "* 

méthode pour résoudre la question posée. ' • 

Première méthode (fig. 153). — On portera ' -^^-- 
les lignes données a,b k partir d'un même 
point 6 sur une même droite, dans le même 
sens en BD, BC (en appelant BD la plus petite 
des deux). On considérera BC comme Thy- 
poténuse d'un triangle rectangle et BD comme la projection d*un 
cùté sur Thypoténuse. Il suffira pour cela de placer le sommet A 
de Tangle droit à l'intersection de la per- 
pendiculaire élevée en D à BD et de la b. 

circonférence décrite sur BC comme dia- ,-- — - , 

mètre. Le point A étant ainsi déterminé, 
AB sera la moyenne cherchée (123). 
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Deuxième méthode (fig. 154). — On b 

portera les lignes données a, b en sens ^^^^' ''»^- 
inverse à partir d'un môme point D sur une même droite, en DB, DC, 
et on les considérera comme les pro- 
jections des côtés d'un triangle rec- ^^ 

tangle sur l'hypoténuse. H suffira •. 

pour cela de placer le point A, sommet ^.'' — -^. 

de l'angle droit, à l'intersection de la 
perpendiculaire en D à BC et de la 
circonférence de diamètre BC. Le ; 
point A étant ainsi déterminé, AD 

sera la moyenne cherchée (125). ^^^~ 

"-- '- 

Troisième méthode {fig. 155). — Fig. 133. 

Soit à trouver la moyenne propor- 
tionnelle entre deux lignes a, b. On portera ces deux lignes, à 
partir d'un même point 0, sur une même droite, dans le même sens 
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en OA, OB. Par les points A,B on fera passer une circonférence 
quelconque à laquelle on mènera, du point 0, une tangente OT. Ce 
sera la moyenne proportionnelle cherchée (132). 

154. Constr. 5. — Construire une ligne dont le carré soit égal à la 
somme des carrés de deux lignes données. 

On portera les deux lignes données sur les côtés d'un angle 
droit : la ligne cherchée sera Thypoténuse du triangle rectangle 
ainsi formé. 

Constr. 6. — Construire une ligne dont le carré soit égal à la 
différence des carrés de deux lignes données. 

On construira (L. II, 87 bis, constr. 9) un triangle rectangle ayant 
la plus grande ligne pour hypoténuse et l'autre pour côté de Tangle 
droit : le second côté sera la ligne cherchée. 

155. Constr. 7. — Construire deux droites, connaissant leur somme 
rt leur produit. 

Soit h chercher deux lignes dont la somme soit égale à une ligne 
donnée a = BC et le produit au produit de deux lignes données b, c : 
nous pouvons supposer ces dernières portées, dans un même sens, 
respectivement en BB', CC sur les perpendiculaires élevées aux 
extrémités de BC ifig. 156). Les deux lignes cherchées, puisque leur 

somme est égale à BC, pourront être 
*~ . représentées par BM et CM, M étant un cer- 

^' • -,,,c' tain pointde BC. Mais d'autre part le produit 
_,.-""/'^ BM.CM doit être égal au produit BB'-CC' : 
Il M>\' T^fiTc cette égalité peut s'écrire sous forme de 

' ■'" . BB' CM 

Fio. 156. proportion : ^trj = -— et montre que les 

BM ce 

deux triangles rectangles B'BM,CC'M sont semblables. L'angle 

BMB', égal à son homologue MC'C, est par suite complémentaire 

de CMC^, de sorte que l'angle B'MC est droit. Le point M sera donc 
sur la circonférence de diamètre B'C/. 

Réciproquement, si la circonférence de diamètre B'C coupe BC en 
un point M, les triangles BB'M, CC'M seront semblables comme 
ayant leurs côtés perpendiculaires, et il en résultera l'égalité des 
produits BM-CM et BB'-CC. 
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Conditions de posaibilUé. — Nous avons pris les lignes 6 et r 
quelconques, mais nous pouvons les supposer égales entre elles : 
car on peut, sans changer le produit, les remplacer toutes deux par 
leur moyenne proportionnelle. Supposons donc BB' = CC, de sorte 
que le quadrilatère BB'CC est un rectangle. Le milieu de B'C est 
alors à une distance de BC égale à BB', et le rayon de la circonfé- 

* 

rence est égal à la moitié de B'C ou, ce qui revient au même, de BC. 
Donc la circonférence coupera BC si BB' est au plus égal à la moitié 
de BC, c'est-à-dire si le produit donné est au plus égal au carré de la 
moitié de BC. 

Si M est un point répondant (i la question, en retournant le 
segment BC sur lui-môme ou (ce qui revient au môme) en prenant 
la figure symétrique par rapport au milieu de BC, on aura un 
point M' qui jouira de la môme propriété que le premier, puisqu'on 
a BM' = CM, BM = CM'. On voit que les deux points M, M', inter- 
sections de la circonférence de diamètre B'C avec BC, sont symé- 
triques par rapport au milieu de BC, ce que Ton peut vérifier 
directement à Taide du n"" 62. 

Si le produit donné est égal au carré de la moitié de BC (ce qui 
est la valeur la plus grande qu'il puisse prendre, d'après ce qui 
précède), la circonférence de diamètre B'C est tangente à BC; les 
points M, M' sont confondus entre eux et, par suite, avec le milieu 
de BC, de sorte qu'on a BM = CM. On voit donc que le produit de 
deux droites dont la somme est constante est maximum quand ces 
droites sont égales, 

Remaiique. — Soit X le segment BM. On aura CM =: ^/ — x ; et 
l'égalité BM-CM = BB'-CC s'écrira x (a — x) = bc, ou 

i-^ — nx -\- bc = 0. 

La construction précédente fournit donc le moyen de trouver une 
ligne X vérifiant l'équation 

x^ — (tx -|- ^ = 

où a est une ligne donnée, q le produit de deux lignes données. 

Constr. 8. — Construire deux droites^ connaissant leur différence et 
leur produit. 

Soit à chercher deux droites dont la différence soit égale à une 
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ligne donnée a = BC et le produit égal au produit de deux lignes 
données h,c : nous pouvons supposer ces dernières portées, en sens 
contraires, respectivement en BB', CC sur les perpendiculaires 
élevées aux extrémités de BC [fig, 157). Les deux lignes cherchées, 

puisque leur différence est égale 
à BC, pourront être représentées 
par BM et CM, M étant un point 
pris sur Tun des prolongements 
de BC ; et Ton devra avoir 
BM-CM =BB'.CC'. Comme dans 
la construction précédente, on en 
conclura que le point M doit être 
sur la circonférence décrite sur 
B'C comme diamètre et qu'inver- 
sement un point d'intersection 
de cette circonférence avec BC prolongé répond à la question. 
Comme les points B', C sont de côtés différents de BC, la 
circonférence coupe toujours la droite, et par conséquent le 
problème est toujours possible. 

Remarque. — Soit x le plus petit des deux segments ainsi trouvés ; 
l'autre sera y = ^ -j-ar et Tégalité xy = bc pourra s'écrire, soit 
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soit 



X [a -{- x) = bc^ on x^ -{- ax — ^c =r 0, 
[y — n) y =1 bc^ ou y^ — ay — br^=Q. 



Nous avons donc le moyen de trouver une ligne satisfaisant à 
l'une quelconque des deux conditions 

x^ -{- ax — 7 = 0, 
2/' — «!/ — ? = 0, 

n étant une ligne donnée eiq le produit de deux lignes données. 

156. On dit qu'une droite est divisée en moyenne et extrême raison, 
lorsque le plus grand segment est moyen proportionnel entre la 
droite entière et l'autre segment. 



Constr. 9. — Diviser une droite en moyenne et extrême raison. 
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Soil la droite donnée BC [fig. 138) sur laquelle il s'agit de trouver 

. .^, , BC BI) 
un point D tel que ^^ = ^- ç. 

Dans la proportion précé- 
dente, ajoutons les numéra- 
teurs entre eux et les dé- 

ar; . S*- 

nominateurs entre eux. 11 ^: / ' 

vient : 



/ I 
/ I 



BC _ BC -f BD 
BI)"" BC~ 



8" 
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Nous voyons que les deux 
segments BD et BC -f BD, dont la difTérence est égale à BC, ont pour 
produit BC . Nous sommes donc ramenés à la construction précé- 
dente. 11 faudra, aux deux extrémités de BC, élever en sens inverses 
des perpendiculaires BB',CC' égales à BC, puis, sur B'C comme 
diamètre, décrire une circonférence qui coupera BC, prolongé du 
côté du point C, en un point M tel que BD = CM soit le segment 
cherché. 

A partir du point B, portons, en sens inverse de BC, un segment 

BD' égal à BM. Le point D' ainsi obtenu jouit d'une propriété tout à 

fait analogue à celle du point D, à savoir : sa distance au point B est 

moyenne proportionnelle entre sa distance au point C et la droite BC. On 

BC BC -f BD 
a en elïet BD'= BC + BD, de sorte que la proportion — - = ^7; — 

ni) BC 

.. .. BC BD' CD' 

seentencM)rej^ = ^ = gp. 

Le point D' est dit divisrr extrrieuremenf la droite BC en moyenne 
et extrême 7'aison (*). 
D'aiHeurs, pour jouii' de cette propriété, le point D' doit élre 

choisi comme nous 1 avons dit, car la proportion -j-- = -- donne 

inversement (par soustraction des numérateurs entre eux et des 

dénominateurs entre euxi -^rp: = j-fr, ir?;' ^^ sorle que BD est 

BC BD — BC 

Tun des segments dont la différence est BC et le produit BC*. 

fl) Il ost bien entendu quo les deux points D.D' uo sont pas conjugués harmoniques par 
rnpporl ù AH (voir exercice IT.'i). 
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Soit BC = a : proposons-nous de calculer BD et BD'. Nous 
remarquerons d'abord que, à cause de Tégalité de BB' et de CC, la 
circonférence décrite sur B'C comme diamètre a pour centre 



n 



le milieu de BC, de sorte que OC = - . Le théorème du carré de 
Thypoténuse, appliqué au triangle rectangle OCC, montre alors que 



On a donc : 



0C' = 0Mv/(|/ + a> = y/|«.=4^ 



CM = BD = a ^^ ^ , et BM = BD' = a "H+A . 

157. Problème. — Trouver le lieu géométrique des points tels que 
le rapport de leurs distances à deux droites données soit égal à un 
rapport donné. 

Soient les deux droites données D,D', que nous supposerons 
concourantes en un point 'fig. 139) : nous cherchons le lieu des 

points dont les distances à 
ces deux droites soient entre 
elles comme deux lignes don- 
nées d,d\ Si M est un point 
du lieu, tout point M' de la 
droite OM fait également 
partie de ce lieu ; car les 
perpendiculaires abaissées du 
point M sur D,D' et les per- 
pendiculaires abaissées du 
point M' sur ces mêmes droites 
forment évidemment deux 
figures homothétiques par 
rapport au centre d'homo- 
thélie 0. De là résulte que 
le lieu se compose de droites 
passant par 0. D'ailleurs 
nous pouvons obtenir des 
points de ce lieu en cherchant 
les points dont les distances à D,D' soient respectivement égales 
à dfd'. Nous savons que le lieu des points situés à la distance d de 




Fi(i. jî:9. 



CONSTUUCTIONS. 153 

la droite I) se compose de deux droites D,, D^ parallèles à D; 
de même le lieu des points dont la distance à D' est rf', se compose 
de deux droites D',, D'^ parallèles à D'. Soient M,, M^ les points 
d'intersection de Dj et de D, avec D',. Les droites OM,, OM^ font 
partie du lieu. Elles le constituent d'ailleurs tout entier : car si M 
est un point de ce lieu, la droite OM coupe D , en un point W qui, 
étant à la distance d' de D', doit être à la distance d de D et par 
suite coïncider, soit avec M,, soit avec Mj. 

Si les deux droites D, D', étaient parallèles, il y aurait deux points 
du lieu sur une perpendiculaire commune quelconque (') : ce 
seraient les deux points conjugués qui diviseraient cette perpendi- 
culaire dans le rapport donné. Le lieu se composerait des parallèles 
menées par ces deux points aux droites données. 

Constr. 10. — Construire les points dont les distances à trois droites 
données ont des rapports donnés. 

On construira d'abord les deux droites, lieux des points dont les 
distances aux deux premières droites données aient entre elles le 
premier rapport donné ; puis on opérera de môme avec les deux 
dernières droites données. On aura ainsi deux nouvelles droites, qui 
couperont les premières en quatre points répondant à la question. 

158. Constr. 11. — Mener les tangentes communes à deux cercles. 

Nous avons résolu ce problème au n" 93, livre II. Les théorèmes 
précédents nous permettent d'en donner une solution toute 
différente. Il suffira en effet de tracer deux rayons parallèles, de 
manière à déterminer les centres de similitude ii43) et de mener, 
par Tun quelconque de ces points, une tangente à Tune des 
circonférences : elle sera aussi tangente à l'autre, en vertu de 
l'homothélie de ces deux figures. 

Constr. 12. — Tracer taxe radical de deux cercles. 

Si ces deux cercles sont sécants ou tangents, on n*aura qu'à 
tracer la corde commune ou la tangente commune. 

Sinon, on les coupera par un troisième cercle quelconque. Le 
point d'intersection des deux cordes communes appartiendra (139) à 

(1) Il y a exception si le rapport donné est égal à Tunité. Il n'y a alors qu'un seul point do 
division, lo milieu delà perpendiculaire commune ; l'autre étant rejeté à l'infini. 
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Taxe radical cherché. On mènera par ce point une perpendiculaire 
à la ligne des centres ; ou encore, on recomnaencera la construction 
de manière à déterminer un second point. 

Remarque. — Appliquée à une circonférence et à une droite, la 
construction précédente conduit à admettre que Vaxe radical cTime 
circonférence et d'une droite est la droite elle-même. 

Celle construction s'applique encore si l'un des cercles se réduit 
à un point, pourvu que Ton fasse passer le cercle auxiliaire par ce 
point. 

On déduit immédiatement de la construction précédente la 
recherche du centre radical de trois cercles donnés, et par consé- 
quent aussi (139/ la 

Constr. 13. — Tracer le cercle orthogonal à trois cercles donnés^ 

avec ses cas particuliers : 

Tracer^ par un point donné, un cercle orthogonal à deux cercles 
donnés ; 

Tracer, par deux points donnés, un cercle orthogonal à un cercle 
donné, 

159. Constr. 14. — Décrire unr circonférence passant par deux 
points donnés et tangente à une droite donnée. 

Soient les deux points A, B (fig. 160; et la droite .ry; soit T le point 

de contact, avec 
xg, d'une circon- 
férence répondan t 
à la question. Pro- 
longeons AB jus- 
qu'à sa rencontre 
en I avec xy. La 
longueur IT est 
connue, car elle 
est moyenne, pro- 
portionnelle entre 
lA et IB. 
Inversement, si le point T vérifie cette condition, il existe il32), 

une circonférence passant par A et B et tangente en T à xy : on la 

déterminera par la construction 13, n° 90, livre II. 
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Comme on peul reporter la moyenne proportionnelle entre lA et IB 
dans deux sens différents à partir du point I sur xy^ il existe deux 
circonférences répondant à la question. 

Le problème n'est évidemment possible que si A et B sont du 
même cùlé de xy, 

Constr. 15. — Décrire une circonférence passant par deux ])oinis 
donnés et tangente a une circonférence donnée. 

Soient les deux points A, B [fig. 161) et la circonférence C. 
Cherchons encore le point de contact T de la circonférence 
demandée. 

Pour cela, soit I le point de 
rencontre de AB avec la tan- 
gente en T. Par les points 
A, B faisons passer une 
circonférence quelconque qui 
coupe C aux points P, Q. Le / 
point I se trouve sur la droite ; 

PQ (139). : 

L'intersection de AB avec * 
PQ faisant connaître le point I, 
il suffira de mener, par ce 
point, les tangentes à C. Le problème a par conséquent deux solutions. 

Condition de possibilité. — H faut que le point I soit extérieur 
à C. Pour cela il est nécessaire et suffisant que ce point soit sur un 
des prolongements de PQ, c'est-à-dire extérieur à la circonférence 
auxiliaire. C'est ce qui se produira quand A et B seront tous deux 
sur un seul des deux arcs déterminés par PQ dans cette circonfé- 
rence, c'est-à-dire lorsque A et B seront tous deux intérieurs ou tous 
deux extérieurs à la circonférence donnée. 
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1G3. Trouver une droite qui soit, avec une droite donnée, dans le rapport des 
carrés de deux droites données. 

164. Trouver une droite dont le carré soit, avec le carré d'une droite donnée, 
dans le rapport de deux droites données. 

165. Mener, d'un point donné, une droite que deux droites (ou circonférences) 
données divisent dans un rapport donné. 
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165 bis. Par un point extérieur à un cercle, mener une sécante que ce cercle divise 
en moyenne et extrême raison. 

166. Mener, à deux cercles donnés, deux tangentes parallèles telles que leurs 
distances à un point donné P soient entre elles comme 1 est à 2. 

167. Trouver un point d'où l'on voie sous des angles égaux trois segments 
consécutifs AB, I)C, CD d'une même droite. 

168. Par deux points situés sur le même diamètre d'un cercle, mener deux cordes 
égales qui se coupent sur la circonférence. 

169. Construire un triangle, connaissant deux côtés et la bissectrice de l'angle 
compris. 

170. Construire un triangle, connaissant un côté, la hauteur correspondante et le 
produit des deux autres côtés. 

171. Construire un triangle, connaissant les angles et le périmètre; oulesangl««s 
et la somme des médianes; ou les angles et la somme des hautcui*s, etc. 

172. Construire un carré, connaissant la différence entre la diagonale et le côté. 

173. Le conjugué harmonique du point B par rapport au segment DD' (fig. lôS, 
n* 156) s'obtient en prolonge;int la ligne BC d'une longueur égale à elle-même. 

Le conjugué harmonique du point D' par rapport au segment BC est le symé- 
trique du point D par rapport au milieu de BC. 

Montrer également que le cercle décrit sur DD' comme diamètre passe par les 
sommets (autres que B et C) du carré qui a BC pour diagonale. 

174. Étant donnés une droite et deux points A, B, trouver sur la droite un point 
d'où Ton voie la distance AB sous le plus grand angle possible. 

On traitera ce problème par la méthode indirecte, qui consiste à chercher d'aliurd 
sur la droite un point d'où Ton voie AB sous un angle donné, et à examiner qtielie 
est la plus grande valeur de l'angle donné pour laquelle le problème est possible. 

On opérera de même pour les deux exercices suivants. 

175. Mener à deux parallèles données une perpendiculaire commune qui soit vue 
d'un point donné sous le plus grand angle possible. 

175 bis. Plus généralement, mener, par un point donné une droite dont la portion 
comprise entre deux parallèles données soit vue, d'un autre point donné extérieur 
aux parallèles, sous le plus grand angle possible. 

176. Par deux points, mener un cercle qui intercepte sur une droite donnée une 
corde de longueur donnée. — Minimum de cette longueur, lorsque les points sont de 
part et d'autre de la droite. 

177. Par un point donné, tracer le cercle qui a, avec deux cercles donnés, même 
axe radical. 
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IBBL On nomme polygone régulier un polygone convexe dont tous 
les cotés sont égaux et tous les angles égaux. 

On nomme ligne brisée régulière une ligne brisée dont tous les 
côtés sont égaux, tous les angles égaux et de même sens. 

161. Théorème. — Lorsqu'on divise une circonférence en un 
nombre quelconque n de parties égales: 

1° Les points de division sont les sommets d'un polygone régulier; 
2° Les tangentes en ces points sont les côtés d'un second polygone 
régulier. 

1" Deux côtés consécutifs du polygone quia pour sommets les 
points de division sont évidemment symétriques l'un de Tautre par 
rapport au rayon qui va à leur sommet commun; deux angles 
consécutifs du même polygone sont symétriques par rapport au 
rayon perpendiculaire à leur côté commun ; 

2" Deux angles consécutifs du polygone formé par les tangentes 
aux points de division sont évidemment symétriques par rapport 
au rayon perpendiculaire à leur côté commun; deux côtés consé- 
cutifs de ce polygone, par rapport au rayon perpendiculaire à la 
corde qui joint leurs points 
de contact. c. o 

162. Théorème. — Itéci- 
proquement, tout polygone 
régulier — ou, plus généra- 
lement, toute ligne brisée 
régulière — est inscript ible 
à un cercle et circonscriptible 
à un autre cercle. 

Soit, par exemple, la ligne brisée régulière ABCDEF (fig. 162). 
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Circonscrivons au triangle ABC une circonférence, dont le centre 
sera sur la perpendiculaire au milieu de BC. Je dis que cette circon- 
férence passera aussi par le point D. Il suflit, pour le démontrer, de 
remarquer que les côtés BA, CD sont symétriques Tun de l'autre par 
rapport à la perpendiculaire au milieu de BC, attendu que le symé- 
trique de BA coïncide avec CD en direction (à cause de l'égalité des 
angles en B et en C) et en grandeur (puisque BA = CD). On a donc 
bien OA = OD. On verrait pareillement que cette même circonfé- 
rence, circonscrite au triangle BCD, passe par le point E; et ainsi 
de suite. 

D'ailleurs les cùtés AB, BC, etc., étant cordes égales de la circon- 
férence précédente, sont également distants du centre ; par suite, 
la. ligne brisée est circonscriptible à une seconde circonférence de 
centre 0. 

Le rayon de ce second cercle, ou distance d'un côté quelconque 
au centre, a reçu le nom û'apothhne de la ligne brisée régulière (ou 
du polygone régulier). 

Remarque. — 7'ont polygone régulier de n côtés peut être super- 
posé à lui-même par des rotations (à savoir celles dont l'angle est 
mesuré par un certain nombre de fois le n"'^ de la circonférence rt 
par des sipnéfries (les symétries par rapport aux perpendiculaires 
aux milieux des cotés ou aux bissectrices des angles). 

163. Nous venons de constater l'existence d'une infinité de 
polygones réguliers d'un nombre donné quelconque n de côtés. 
Nous allons démontrer que ces différents polygones sont semblables 
entre eux. 

Théorème. — Deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés 
sont semblables^ et le rapport de similitude est égal au rapport des 
rayons et à celui des apothèmes. 

En effet, deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés 
inscrits dans deux cercles égaux, sont évidemment égaux : ils coïn- 
cident dès qu'on fait coïncider les circonférences circonscrites et un 
sommet. 

Donc, étant donnés deux polygones réguliers P et P' inscrits dans 
les cercles C et C, en coupant les rayons du cercle C qui aboutissent 
aux sommets de P par une circonférence concentrique à C et égale 
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à C, on obtiendra un polygone régulier homothélique ù P, par 
rapport au centre de C, et égal ài P'. 

Remarque. — En particulier, tous les polygones réguliers d'un 
même nombre de côtés n ont le même angle. Il est facile de calculer 
cet angle. Puisque la somme des angles d'un quelconque de ces 
polygones est de 2n — 4 droits, chacun d'eux en sera la «"'*" partie 

4 

et sera mesuré, par rapport à Tangle droit, par le nombre 2 . 

164. Après avoir divisé une circonférence en n parties égales, 
joignons les points de division de p en ;) jusqu'à ce que nous 
revenions à un point déjà obtenu. Si P est le premier sommet que 
Ton retrouve ainsi, ce sommet P ne peut être que le point de départ; 
car s'il élait l'extrémité d'un côté NP, déjà parcouru dans le sens NP, 
il est clair qu'on serait retombé sur le point N avant de retomber 
sur le point P. 

La figure ainsi tracée a re(;u le nom de polijgone rôguUer étoib*. 
Par exemple, la figufc 163 représente le pentagone régulier étoile 
obtenu en divisant la circonférence en cinq parties égales aux points 
A, B, C, D, E et joignant ces points deux 
à deux dans l'ordre A C E B D A ;;< == 5; 
/> = 2j. 

On peut supposer n et p premiers 
entre eux. Si, en effet, ces nombres 
avaient un plus grand commun divi- 
seur rf, tout se passerait comme si 

Ton avait divisé la circonférence en - 

a 

parties égales, pour joindre les points 

de division de -, en -/ 

a a 

n et d étant premiers entre eux, le polygone étoile aura exacte- 
ment n côlés. En effet, puisque chaque côté comprend/; divisions, 
nous aurons, en traçant k côtés, franchi kp divisions. Nous revien- 
drons au point de départ si nous avons ainsi parcouru un nombre 
exact de circonférences, c'est-à-dire si kp est un multiple de ». On 
montre en arithmétique!*; que cette circonstance se produit pour 
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(1) Voir Tanncry, Leçons itArithméli'/ue, chap. iv. 
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certaines valeurs de A' plus petites que n, si p n'est pas premier 
avec ?t, mais que si, au contraire, p est premier avec «, le fait se 
présente pour la première fois pour A* = m. 

On formera donc les polygones étoiles de n côtés en divisant la 
circonférence en n parties égales et Joignant les points de division 
de p en p, où p est un nombre quelconque premier avec n et 
inférieur à n. Toutefois, chaque polygone étoile est ainsi obtenu de 
deux façons différentes ; car, si son cùté est la corde d'un arc 
comprenant p divisions, il est aussi la corde d'un arc comprenant 
;/ — p divisions. Par exemple, le polygone étoile de la figure 163 
peut être obtenu, soit en joignant les points de division de deux en 
deux, soit en les joignant de trois en trois. De ce chef, la moitié des 
valeurs de p sont a rejeter si l'on ne veut trouver qu'une fois chaque 
polygone. ^ 

La valeur p=i (et, par conséquent, aussi la valeur ;; = m — I) 
correspondent au polygone convexe. 

Exemple, Soit n = 15. Outre 1 el 14, les nombres inférieurs à 15 
et premiers avec lui sont 2, 4, 7, 8, 11, 13. On n'aura pas à consi- 
dérer les valeurs;) = 8, 11, 13, qui correspondent respectivement 
aux mêmes polygones que les valeurs 7, 4, 2. Il y a donc un 
penlédécagone régulier convexe el trois pentédécagoncs étoiles. 

165. Inscription des polygponcs réguliers dans le cercle. 

LorstiHon sait inscrire un poli/gone régulier, on sait aussi circon- 
scrire au mthne cercle le polygone régulier d'un même nombre de côtés. 

Ce dernier sera formé par les tangentes au cercle menées par les 
^ sommets du premier. 

^y"'"^ Lorsqu'on sait inscrire un polygone 

N. \ régulier, on sait inscrire le polygone 
N. \ régulier d'un nombre de côtés double. 

-S^c II suffit de diviser en deux parties 

y^ I égales l'arc intercepté par le côté du 
X / premier polygone. 

/^y^ 166. Carré. — Pour inscrire un carré 

** dans un cercle [Rq, 164), il suffit de 

mener deux diamètres perpendiculaires 
AC, Bl) : la circonférence est ainsi divisée en quatre parties égales. 
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La remarque précédeale permet ensuJle de construire l'oclogone 
régulier inscrit, puis ies polygones réguliers de 16, 32.,.., en 
général, de 2" cùlés. 

/^ côté du carré inscril au cercle de rayon HesIc^^R ^i. 

Car, dans le triangle rectangle KOB{fig. 164], on a 



AU 



:;A0' + B0' = 2R' 



L'apolliènie d'un polygone régulier inscrit dont on connaît le 
côté, so calcule par la règle suivante : (e carré de l'apothème est égal 
nu carrii du nnjnn du cercle circonicrit, moins le carré du demi-côlé. 
Cela rùsulle de ce que l'apothème, le demi-c6lé et le rayon forment 
un triangle rectangle. 

Ainsi rapolhènie n du polygone de côté c inscrit nu cercle de 

rayon R est n= UR' — j. 

Pour le carré, cette apothème est 



„. = y/R.-f = ^R.- 



2R'_Rv^i 



Elle est égale à la moitié du côlê, ce qui était évident à priori. 



167. Hcxagronc. 

Théorème. — Le côté de l'hexagone régulier est égal a 

:erclc. 



rayon du 



Soit AB (fi-j. 1S5) le côté de l'hexa- 
gone régulier inscrit k un cercle de 
centre 0. Je dis que le triangle OAB 
est équilatéral. 

Tout d'abord ce triangle est isoscèle. 
D'autre pari, l'angle en 0, intercep- 
tant entre ses côtés le sixième de 

4 
la circonférence, est égal aux ^ ou 

2 2 4 rfc 

aux ^ de l'angle droit. Il reste doncSrfr — -dr = -^ pour la 

somme des angles en A et en B. Ces deux angles élanl égaux 

aAoxtTRII. Il 
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2 dr 
entre eux, chacun d'eux est égal à -^. Le triangle est équiangle et, 

par suite, équilatéral. 

L'apothème de l'hexagone régulier inscrit est 



, / , R^ R v'3 



Triang^ie équilatéral. — En joignant de deux en deux les 
sommets de l'hexagone, on formera le triangle équilatéral inscrit 
ACE [fig. 165). 

Le côté AC de ce triangle, étant perpendiculaire au rayon OB, est 
égal au double de la hauteur du triangle AOB, c'est-à-dire (puisque 
les trois hauteurs de ce triangle équilatéral sont égales) au double 
de l'apothème de l'hexagone, soit C3= R v^S. 

C'est ce qui se voit encore en remarquant que B et E sont diamé- 
tralement opposés (comme comprenant entre eux trois sixièmes de 
circonférence). Le triangle ABE est donc rectangle en A et le côté 
AE est double de la perpendiculaire abaissée du milieu de BE 

sur AB. 

R 

L'apothème du triangle équilatéral inscrit est a^=z -r, 

£â 

Sachant construire l'hexagone inscrit, on en déduira l'inscription 
des polygones de 12, 24,...., 3 X 2'* côtés. 

168. Décag^onc. 

Théorème. La côté du dccmjone régulier i user il est égal au plus 

grand segment du rayon divisé en moyenne 
et extrême raison. 

Soit AB [fig, 166) le côté du décagone 
régulier inscrit à un cercle de centre 0. 

4 2 

L'angle en est les 7-^ ou les - de l'angle 

10 o 

droit. La somme des angles en A et B 

2 dr 8 
est donc 2dr — ^^--^z=-dr et chacun 

5 b 

4 
d'eux vaudra - d'angle droit. Menons 

FiG. 166. 

alors la bissectrice AI de l'angle en A 
(l étant l'intersection de cette bissectrice avec OB), laquelle 
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2 ^^^^ 

fait avec OA el AB des angles de - dr. L angle AlB, extérieur 

au triangle AlO, est égal à la somme de deux angles intérieurs 

4 
non adjacents, soit ici^ de droit. Il en résulte que les deux 

triangles AlB, AIO sont isoscèles et que Ton a AB = A1= 10. La 

propriété de la bissectrice (115), soit —-^---^i s'écrit alors 

In AB 

Ol_OB 
IB "" 01 * 

0. Q. F. D. 

On déterminera donc le côté du décagone régulier inscrit par la 
construction 9, n°156. 
Ce coté est : __ 

et l'apothème : 



«„ = \/r' - 11^ (^-^)' = I y/lO + 2 v'5. 

169. Outre le décagone régulier convexe, il existe un décagone 
régulier étoile, obtenu en joignant les sommets du premier de trois 
en trois. 

On retrouve la construction du côté du décagone convexe et on 
obtient celle du côté du décagone étoile parla proposition suivante : 

Théorème. — La différence des côtés des deux décagones réguliers 
inscrits est égale au rayon et leur produit est égal au carré du rayon. 

Soit encore AB {fig, 166) le côté du décagone régulier convexe, de 
sorte que la demi-circonférence AF est divisée en 5 parties égales 
aux points B, C, D, E. AD est le côté du décagone étoile; d'ailleurs 
la droite AD coïncide avec la bissectrice Al de Tangle OAB, car les 

deux angles inscrits FAI), DAB interceptent sur la circonférence des 
arcs égaux. Le rayon OD est parallèle à AB, puisque les angles 

alternes-internes ODA, DAB sont tous deux égaux à OAD. Les deux 
triangles AIB, DOI sont donc semblables; il sont d'ailleurs tous deux 
isoscèles, comme nous l'avons vu au numéro précédent. On a donc 
bien, tout d'abord, AD — ABi= AD — AI = ID = OD. 
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Quant à la relation AB«AD = AI-AD ~ 0A^ elle résulte de la 
similitude des triangles AIO, AOD, qui sont équiangles. 

On voit donc que les côtés des deux décagones réguliers corres- 
pondent aux deux divisions (intérieure et extérieure) du rayon en 
moyenne et extrême raison, obtenues dans la construction 9. 

v/5 + 1 
Le côté du décagone étoile est c',o = R — ^ — et son apothème, 

éé 

170. Pentagponc. — b!n joignant de deux en deux les sommets 
du décagone régulier, on obtient le pentagone régulier convexe. 

En joignant de deux en deux les sommets de celui-ci, ce qui 
revient à joindre de quatre en quatre les sommets du décagone, on 
obtient le pentagone régulier étoile. 

Le côté AC du pentagone régulier oenvexe est double de la 
hauteur abaissée du point A dans le triangle AOB (fig, 166). On peut 
donc le calculer, connaissant le côté du décagone, puisqu'on sait 
calculer les hauteurs d'un triangle dont on connaît les trois côtés. 
Mais on peut se dispenser de ce calcul en remarquant que le côté du 
pentagone convexe est double de Vapothème du décagone étoile. C'est 
ce qui se voit, soit dans le triangle isoscèle AlO, dont les deux 
hauteurs (c'est-à-dire le demi-côté du pentagone convexe et l'apo- 
thème du décagone étoile) sont égales, soit dans le triangle rectangle 
ADF, dont le côté DF est égal au côté du pentagone et la parallèle 
menée par le point à ce côté, à l'apothème du décagone étoile. Le 
côté et l'apothème du pentagone régulier convexe sont donc : 

c, = 2a'„=|VÏÔ-2x5 et «3 = |(v5 + l). 

On verrait de môme, par la considération du triangle rectangle 
ABF, que le côté du pentagone étoile est double de l'apothème du 
décagone convexe, soit 

Remarque. — D'une façon générale, le même raisonnement prouve que 
le calcul du côté et de l'apolbème du polygone (convexe ou étoile), obtenu 
en divisant la circonférence en 2» + i parties égales et joignant les points 
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de division de p en p, revient au calcul de rapothème et du côté du polygone 
obtenu en divisant la circonférence en 4n + 2 parties et joignant les 
points de divisions de q en 9, si le nombre q a été déduit de p par la 
relation (») 

171. Pentédécag^one. — Soit encore à inscrire le penlédécagone 
régulier. 

Nous saurons inscrire ce polygone, une fois construits Thexago'ne 
et le décagone, à Taide du théorème suivant : 

Théorème. — L'arc intercepté par le -côté du pentédécagone 
régulier inscrit est la différence des arcs interceptés par le côté de 
rhexagone et par celui du décagone. 

En eflFet, cet arc est égal au IS^"'*" de la circonférence et la 

I 1 1 

fraction — est égale à la différence j: — 77-. 
15 6 10 

On portera donc sur le cercle, à partir d'un même point A (fig. 167), 
deux ouvertures de compas AB, AC 
égales, l'une au côté de Thexagone, 
l'autre au cùlé du décagone. BC sera le 
côté cherché. 

Outre ' le pentédécagone régulier 
convexe, il existe trois pentédécagones 
étoiles (164) dont les côtés interceptent 

2 4 7 

respectivement les —, les — et les — 

de la circonférence. Ces arcs, que l'on 
peut évidemment déduire du premier, 
s'obtiennent d'ailleurs par des cons- 
tructions tout à fait analogues à celle du penlédécagone convexe. 

L'arc intercepté par le côté du premier pentédécagone étoile est la 
différence des arcs interceptés par le côté du décagone étoile et celui de 
rhexagone; 

(I) Inversement, cette remarque permet de ramener le calcul relatif à un polygone de 
4 11 : 2 cùttîs au calcul d'un polygone de 2 n -f- 1 côtes. Car un polygone de in-\-i eûtes 
correspond à un nombre q impair (164); 2 n -f 1 — q sera dès lors poir et la relation 
2 p=:in -ir l —q fera connaître un entier/;, premier avec 2 n + 1 et auquel correspondra un 
polygone de 2 » -}- 1 cotés dont il suffira de calculer lo côté de l'apothème. Ainsi le calcjul fait 
pour les pentédécagones (174-175) fait connaitre les résultats relatifs aux polygones de 
30 eûtes. 
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Lare intercepté par le côté du second pentédêcagone étoile est la 
somme des arcs interceptés par le côté du décagone convexe et celui de 
r hexagone; 

L'arc intercepté par le côté du troisiihne pentédécngone étoile est la 
somme des arcs interceptés par le côté du décagone étoile et celui de 
l'hexagone, 

Ona, en effet, les égalités 

^_i 1 

15 ""10 "'"G' 

15~i0"^6' 

172. Plus généralement, quand on sait inscrire les polygones réguliers de 
m côtés et de n côtés, les nombres m et n étant premiers entre eux, on sait 
inscrire le polygone ré<jtdicr de mn côtés. 

En elTet, lescôtésdes deux polygones connus interceptent des arcs égaux 
respectivement au m^»no et au /i'"^»"» de la circonférence. En reportant p 
fois de suite le premier arc et en en retranchant 7 fois le second, on obtiendra 
Tare intercepté parle côté du polygone cherché, si les entiers pet g satisfont 
à la relation 

m n mn 
ou 7ip — mq •= 1 . 

Or on démontre en arithmétique (*) que cette relation est impossible si m 
et n ont un diviseur commun, mais que, si m et n sont premiers entre eux, 
il existe toujours deux entiers p et q qui la vérifient, et on apprend à 
calculer ces entiers. 

Pai' exemple, les dodécagones réguliers s'inscrivent immédiatement à 

l'aide du carré et du triangle, puisqu'on a — , = - — - » f- = ^ — -• 

I.a remarque du n" 170 est un cas particulier de la précédente, corres- 
pondant au cas où, des deux nombres m et n, l'un est égal à deux et 
l'autre impair. 

173. Le géomètre Gauss a démontré qu'on peut inscrire à l'aide de la 
règle et du compas tout polygone régulier dont le nombre de côtés est un 
nombre premier de la forme 2" + 1. C'est ainsi que nous avons pu inscrire 
le triangle (2 4-1= 3) et le pentagone (2'^ -j- 1 = 5) régulier. Viennent 
ensuite les polygones de 17 (= 2* -f 1), 257 (= 2* -f- 1), etc., côtés. 

(1) Tannery, Leçons d'Arithméliqne, chap. xiv, n» 511. 
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Kn combinant cette proposition avec celles que nous avons obtenues, nous 
voyons qu'on peut inscrire à l'aide de !a règle et du compas le polygone 
régulionle N côtés si le nombre N, décomposé en ses facteurs premiers, ne 
comprend que : i" des fadeurs premiers de la forme 2*» + i, tous dislincts 
entre eux; 2" le facteur 2 à une puissance quelconque. 

On démontre que, réciproquement, l'inscription ne peut se faire à Taide 
de la rè^^le et du compas si le nombre N n'appartient pas à la catégorie que 
nous venons de définir. 

Ainsi le polygone régulier de 170 (=2X5X17) côtés peut être inscrit; 
mais non le polygone de 9 côtés : car le nombre 9 est bien égal à une 
puissance de 2, augmentée de 1, mais ce n'est pas un nombre premier; 
et, d'autre part, les facteurs premiers dont il est composé (9=3 X 3) sont 
bien de la forme 2" -f- 1, mais sont égaux entre eux. 

174. Pour calculer le côté du pentédécagonc régulier convexe, 
inscrit au cercle de rayon R, soient encore AB, AC [fig. 167) les côtés 
de l'hexagone et du décagone inscrits, de sorte que BC est le côté 
cherché. Du point A, abaissons sur BC la perpendiculaire AH; on 
auraBC-:BH — CH. 

Or l'angle ABH, en sa qualité d'angle inscrit interceptant l'arc AC, 
est égal au demi-angle au centre correspondant au décagone, de 
sorte que BH est Tapothème du décagone ordinaire inscrit au 

cercle de ravon AB : d'où 

%i 

BH = ^VlO + 2v/B = ~v^lO + 2v^5, 

puisque AB= R. 

De même l'angle ÂCIl, égal à l'angle inscrit qui intercepte Tare 

ACB (puisque tous deux sont supplémentaires de ACB), est égal au 
demi-angle au centre correspondant à Thexagone régulier, de sorte 
que CH est l'apothème de l'hexagone régulier inscrit au cercle de 
rayon AC, soit 

-„ ACx/3 ^ (v/5-l) S 

et par conséquent 

BC= yv^îÔ + 2V5 — V3(v/5 — 1)1. 

Il est clair que la méthode précédente s'appliquera toutes, les fois 
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qu'on aura à résoudre le problème suivant : connaissant les cordes de 
deux arcs d'une circonférence de rayon donné, trouver la corde de 
rare égal à leur différence. 

En particulier, pour calculer le cùlé du premier pentédécagone 
étoile, nous recommencerons le même raisonnement en remplaçant 
le cAté et Tapothème du décagone convexe par le coté et Tapothème 
du décagone étoile. Le côté cherché sera par conséquent 



Soit maintenant à calculer le côté du second penlédécagone 
étoile. Soient encore AB, AC les côtés de Thexagone et du décagone 

convexe, mais portés, cette fois, en sens 
inverses sur le cercle, de sorte que BC 
est le côté cherché [fig. 167 bis). 

Du point A, abaissons de même sur 
BC la perpendiculaire AH'. Les deux 
segments BH', CH' seront encore égaux, 
Tun à l'apothème du décagone convexe 
inscrit au cercle de rayon AB, Tautre à 
l'apothème de Thexagone inscritau cercle 
de rayon AC Leur somme BC sera donc : 




Fui. 167 bis. 



BC-5[V' 



10 + 2v5 + 



v/3(v'5-l)]. 



Il est clair qu'on opérera de même toutes les fois qu'on voudra, 
connaissant les cordes de deux arcs d'une circonférence de rayon donné, 
trouver la corde de rare égal à leur somme. 

En particulier, nous trouverons pour le côté du troisième penté- 
décagone étoile la valeur 



|[(vB + i)v3 + v^io-2v^H 



175. On peut déduire Tapothème du pentédécagone de la 
connaissance du côté; mais cela exigerait Textraction d'une nouvelle 
racine carrée, au lieu qu'on peut obtenir Tapothème (sans cette 
extraction) par un procédé analogue à celui qui a servi à calculer le 
côté. 
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Dans la figure 167, nous mènerons le diamètre CD du point C. Le 
triangle rectangle BCD nous montre, comme précédemment que BD 
est double de rapotlième cherchée. Du point A, sur BD, abaissons la 

perpendiculaire AK. L'angle ADB étant égal (comme angle inscrit) 
au demi-angle au centre correspondant à Thexagone, la portion DK 
est égale à Tapothème de Thexagone inscrit dans le cercle de rayon 
AD, par conséquent 

dk = ad| 

ou encore 

car AD est double de l'apothème du décagone régulier inscrit au 
cercle donné. 



D'autre part, Tangle ABD étant égal à ACD, c'est-à-dire au 
complément du demi-angle au centre correspondant au décagone 
régulier, l'angle KAB est égal à ce demi-angle au centre et BK est le 
demi-côté du décagone inscrit dans le cercle de rayon AB, soit 

4 4 

Donc l'apothème cherchée sera 
BD BK + DK R 



2 



= |[v/3v^lO + 2v/B + vB-l]. 



Un' raisonnement analogue donnerait : 
pour l'apothème du premier pentédécagone étoile, la valeur 



^(v^3v'l0-2v/5 + v/5 + l); 



pour l'apothème du second pentédécagone étoile, la valeur 



|[V3v/lO + 2v5-(v/B-l)]; 



pour l'apothème du troisième pentédécagone étoile, la valeur 



|[v3v/lO-2vS-(v'B + l)]. 




Fio. I6H. 
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176. Mesure de la circonférence. 

Théorème. — Soient P le périmètre (Tun polygone régulier circon- 
scrit^ p le prrimètre du polygone inscrit du même nombre de côtés. Si 
ton double indéfiniment le nombre des côtés, P et p tendent vers une 
limite commune L. 

Soit le polygone inscrit abcd.., (fig. 168) et le polygone 

circonscrit AB CD... 
dont les côtés ont 
pour points de contact 
les sommets du pre- 
mier. Doublons le 
nombre des côtés de 
ces polygones, en di- 
visant en deux parties 
égales chacun des arcs 
ab, bc, cdj,., , de ma- 
nière à former le nouveau polygone régulier inscrit aebfcg... et 
le nouveau polygone régulier circonscrit correspondant EFGHKL... 
[fig. 168). Opérons sur ces nouveaux polygones comme sur les 
premiers, et ainsi de suite indéfiniment. Je disque les périmètres;? 
des polygones inscrits et les périmètres P des polygones circonscrits 
tendent vers une limite commune. 
Nous le démontrerons à l'aide des remarques suivantes : 
1° Les périmètres p vont en croissant; par exemple, le polygone 
nebfrg... a un périmètre plus grand que le polygone ubcd..., car ce 
dernier lui est intérieur; 

2** Les périmètres P vont en décroissant; par exemple, le poly- 
gone EFGHKL... a un périmètre plus petit que le polygone ABC...; 
il lui est, en elTet, intérieur; 

3° N'importe quel périmètre p est plus petit que n'importe quel 
périmètre P, puisque tout polygone inscrit est intérieur à tout 
polygone circonscrit. 

La quantité ;>, qui va sans cesse en croissant, tout en restant 
constamment inférieure à une quantité fixe (à savoir une quel- 
conque des valeurs de Pj, tend vers une limite. [Leçons (VAnthmé- 
tique de M. Tannery, chap. xii, n° 470.) 

De même, la quantité P, qui va sans cesse en décroissant, tout en 
restant constamment supérieure à une quantité fixe (à savoir une 
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quelconque de-3 valeurs de ;>), tend également vers une limite. 
Ces fif'ux limites sont égales. Les deux polygones inscrit et 
circonscrit du même nombre de côtés sont, en effet, semblables, 
et leurs périmètres sont dans le même rapport que leurs apothèmes. 
Or, lapothème du polygone circonscrit est égale au rayon R du 
cercle donné, de sorte qu'on aura 

P_R 
p a ' 

a désignant Tapothème du polygone. Mais, lorsqu'on double indéfi- 
niment le nombre des côtés, Tapothème a tend vers R. Donc la 

P 

limile du rapport -, c'est-à-dire le rapport des deux limites précé- 
dentes {Leçons d'Arithmétique, chap. xii, n° 466) est égal à 1. 

C. Q. F. D. 

177. Je dis maintenant que le périvu^tre de tout polygone 
convexe inscrit ou circonscrit {^) , dont tons les côtés diminuent 
indéfiniment, tend vers la limite L obtenue au théorème précédent. 

En particulier, cette limite est indépendante du polygone régulier 
primitif dont on est parti. 

Soient, en effet, a'b'c... {fig. 169) un polygone inscrit quelconque, 
A'B'... le polygone convexe 
circonscrit formé par les tan- 
gentes aux points n\h\c'.. . ; soient 
;/ et P' les périmètres de ces 
deux polygones. I^a limite L du 
numéro précédent est comprise 
entre;/ et P';carp', parexemple, 
est plus petit que n'importe 
lequel des périmètres P consi- 
dérés au numéro précédent, et qui ont pour limite L, de sorte 
qu'on ay/>^L; et, de même, on trouverait P'^L. 

D'autre part, la droite OA' coupe a'b' en son milieu H et Ton a 




Fig. J69. 



a'k' + A'^' a'A 



a'b' 



a'H 



R_ 
OH 



(I) Il faut toutefois sous-entcndro quo le polygone circonscrit comprend la cireonfd 

son intérieur. 
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à cause des triangles rectangles Oa'H, Oa'A', qui sont semblables 
comme ayant un angle aigu commun. De même 

b'W + h'c' _ R 

b'c' " OK 

(OK désignant le milieu de 6V), et ainsi de suite. 

Considérons les premiers membres de ces différentes égalités, et 
faisons la somme des numérateurs et la somme des dénominateurs : 
nous obtenons ainsi (*) un rapport compris entre le plus grand et le 
plus petit des rapports primitifs; il vient donc 

-=f 

/* étant compris entre la plus grande et la plus petite des quantités 

— ï — 1 Si, maintenant, le polygone varie de manière que 

tous les côtés diminuent indéfiniment, toutes les distances telles 
que OH tendent vers R, et tous les rapports -=r-,-^ vers l. 11 en est 

P' L P' 

de même de — et, par suite, aussi de —, ou de — > qui sont tous deux 

]) p L 

P' 

compris entre 1 et — ,• 

P 

Donc P' et p' tendent vers L. 

c. g. F. D. 

Définition. La longueur L, limite commune des périmètres des 
polygones convexes inscrits et circonscrits, tels que leurs cotes 
diminuent tous indéfiniment (limite dont l'existence vient d'être 
démontrée), a reçu le nom de longueur de la circonférence, 

178. Théorème. — Deux circonférences quelconques sont entre elles 
connue leurs rayons. 

Soient les circonférences C, C, de rayons R, R^. Dans ces deux 
circonférences, inscrivons deux polygones réguliers d'un même 
nombre de côtés. Ces deux polygones sont semblables et, par suite 
(146, coroll.) leurs périmètres P, Pj sont entre eux comme les 
rayons R, Rj. Or, quand le nombre des côtés croît indéfiniment, le 

(1) LeçoM tt Arithmétique^ chap. vi, n» 21 i. 
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P C 

rapport — tend vers le rapport — des deux circonférences; le 
Pi Cl 

théorème est donc démontré. 

Corollaire. — Le rapport de la circonférence au diamètre est 
un nombre constant. 

En effet, la proportion Tr=7r peut s'écrire ï^ = r"* ou — = -*-. 

Vi| lli MX 11| ZlV Zll| 

Le rapport de la circonférence au diamètre est donc le même 
pour deux circonférences quelconques. 

Ce nombre constant, rapport de la circonférence au diamètre, 
est désigné par la lettre grecque x. 

Corollaire. — La longueur de la circonférence de rayon R est 
27cR. 

179. Longfueur d'un arc de cercle. 

Définition. — La longueur d*un arc de cercle est la limite vers 
laquelle tend le périmètre d'une ligne brisée convexe inscrite ou 
circonscrite, terminée aux extrémités de Tare, et dont tous les côtés 
diminuent indéOniment. 

L'existence de celte limite se démontre par les mêmes rai- 
sonnements qui viennent d'être employés pour la circonférence 
entière. On considérera d'abord une ligne brisée régulière inscrite 
dont le nombre des côtés double indéfiniment, ainsi que la ligne 
brisée circonscrite correspondante. On passera ensuite au cas d'une 
ligne brisée quelconque ('). 

7'out arc de cercle est plus long que sa corde, puisqu'il est la limite 

(I) Go modo de démonstration peut s'étondro à un arc de courbe quelconque A convexe, 
c'est-à-dire tel qu'aucun arc faisant partie du premier ne traverse sa corde. Il suffit qu'à tout 
nombre m inférieur à 1 (si voisin de 1 qu'il soit) on puisse faire correspondre une longueur E 
toile, que pour tout arc ab faisant partie de A, dont les extrémités sont à une distance moindre 
que e, le rapport de la corde ab à la somme ae + 6c {/ig. ci-jointe) dos Ungontes à sos extré- 
mités, limitées à leur point d'intersection, soit compris entre m ot 
l'unité : condition qui est remplie (ainsi qu*on le démontre en calcul 
inlinitésimal), moyennant certaines h^rpothèses, toujours vérifiées 
par les courbes que nous aurons à considérer. On est alors assuré 
(comme au n* 177 du texte) que le rapport du périmètre d'une ligne 
i)risée inscrite à celui do la ligne brisée circonscrite correspondante 
tond vers t , lorsque le nombre des côtés augmente indéûniment de 
manière que chacun d'eux tende vers zéro. 

On démontrera l'existence do la limite lorsque les lignes brisées se succèdent de manière 
que les sommets de chacuno d'elles figurent parmi les sommets do la suivante (raisonm 
du n* 176) ; puis on passera de là au cas général, comme au n* 177. 

D'ailleurs, un arc non convexe peut, en général, se décomposer en arcs conveXM. . 
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de lignes brisées toutes plus longues que cette corde et dont les 
périmètres vont en croissant. 

Il est ^ pour une raison tout analogue, plus court que toute ligne 
brisée enveloppante, terminée aux mêmes extrémités (*). 

Deux arcs égaux ont des longueurs égales, puisque les lignes 
brisées qui servent à la définition de ces longueurs peuvent être 
prises égales deux à deux. 

La somme de deux arcs a pour longueur la somme des longueurs 
de ces arcs, puisque deux lignes brisées inscrites dans chacun 
d'eux constituent, par leur ensemble, une ligne brisée inscrite dans 
Tare total. 

H en résulte, d'après un principe déjà plusieurs fois invoqué, que 
le rapport des longueurs de deux arcs d'une même circonférence 
est égal au rapport des deux arcs, précédemment étudié au livre H, 
n** 70. En particulier, les longueurs de deux arcs appartenant à une 
même circonférence sont entre elles comme les mesures de ces arcs 
en degrés. 

La longueur d'une circonférence de rayon R étant 2irR et cette 
circonférence comprenant 360 degrés, chaque degré aura pour 

longueur tt— - = : — -• Une minute aura une longueur 00 fois 
^ 360 ISO ^ 

moindre que celle du degré, soit 7777;^ — ;;7,: et une seconde aura 
pour longueur ï^^J^y. 

Donc un arc de m deyrés, n minutes, p secondes, ])ris sur une 
circonférence de rayon II, aura pour longueur 

ttR / , n p 



8ôr+6ô+(^ 



180 \ ' 60 ' 60X60, 

180. On voit donc qu'on saura calculer la longueur d'un arc 
de cercle donné quelconque si l'on connaît le nombre tt. 

Calcul de et. Méthode des périmètres. 

Four calculer ce nombre ou, ce qui revient au même, pour 
calculer la longueur d'une circonférence de rayon donné R, nous 
aurons, d'après la définition, à calculer les périmètres de polygones 

(\) Ces conclusions s'étendent ëvidommcnt aux longueurs des arcs de courbes quelconques, 
définies à Taide dos considérations développées dans la note précédente. En particulier, la 
ligne droite est le plus court chemin d'un point à un autre. 
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réguliers inscrits dont le nombre de côtés doublera indéfiniment. 
Chacun de ces périmètres fournira une valeur approchée par 
défaut de la longueur cherchée, cette valeur étant d'autant plus 
approchée que le nombre des côtés sera plus grand. Si, en même 
temps que le périmèlre d'un polygone inscrit, on sait calculer le 
périmètre du polygone circonscrit correspondant, on obtiendra 
ainsi une valeur approchée par excès, et la différence des valeurs 
approchées par excès et par défaut donnera une limile supérieure 
de l'erreur commise en adoptant l'une d'entre elles. 

Or, nous avons appris à calculer les côtés d'un certain nombre de 
polygones réguliers inscrits, par exemple celui du carré. Pour en 

déduire les côtés des polygones de 4 X 2, 4 X 2', ,4x2" côtés, 

il suffira de résoudre le problème suivant : 

Problème. — (Jonnaissanl le côté c d\in poli/gone régulier msn'it 
dents un cercle de rayon donné R, calculer le côté du pobjijone 
régulier inscrit dans le même cercle et 
d'un nombre de côtés double. 

Soit AB =z c {fig. 170) le côté du 
premier polygone inscrit dans la cir- 
conférence de rayon OA = R. En divisant 
l'arc AB en deux parties égales par 
le rayon OC, perpendiculaire au milieu 
H de la corde AB, on obtiendra en AC 
le côté du polygone régulier inscrit 
d'un nombre de côtés double. Or on a, dans le triangle OAC, 

Âc' = (M' + ÔC'--2ÔC.ÔÏÏ = 2R'~2R.âH = 2R(R~ÔH) 




FiG. 17.». 



et OH sera égal à 



V' 



Donc, le côté cherché c, sera 



D'après cela, le côté du carré étant 

R X V 2 , et son périmètre, R X 4 \ 2, 
le côté de l'octogone inscrit sera 



R \2 — v/2 , et son périmètre, R X 8 V'2 — \ 2 ; 
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le cùté du polygone régulier inscrit de seize cùtés sera 



Il V 2 — V 2 + v/2, et son périmètre, R X 16 V 2 — V2 + \ 2 ; etc. 

180///.V. Pour avoir une valeur approchée par excès de la longueur 
de la circonférence, il suffit de calculer le périmètre d'un polygone 
régulier circonscrit et, par conséquent, de résoudre le problème 
suivant : 

Problème. — Connnissani le cùU* c d'an pobjfjone régulier inscril 
dans tm cercle de rat/on donné R, calculer le côté du polygone régulier 
du même nombre de côtés, circonscrit au même cercle. 

On trouve immédiatement le coté cherché c en remarquant que 
les deux polygones sont semblables et que, par conséquent, leurs 
côtés sont entre eux comme leurs apothèmes. L'apothème du poly- 
gone circonscrit étant R, et celle du polygone inscrit \ R* — r*, le 

4 

coté cherché est donné par la proportion 



c 
c 



R 



R* — c 



.8 



Nous venons d'apprendre à calculer le coté c pour des polygones 
réguliers inscrits à nombres de cùtés de plus en plus grands : la 
proportion précédente fera connaître les entés des polygones 
circonscrits correspondants. 

181. On peul égalenienl, connaissant le C(Mé r d'un polygone régulier 
iiisrrit à un cercle de rayon R, obtenir à la fois le côté c^ et rapothèmew, 
«lu polygone régulier d'un nombre de cùtés double, inscrit au même cercle 
(ce qui donne le côté du polygone circonscrit correspondant sans nouvelle 
racine carrée), par Ja méthode suivante. 

D.'ins la ligure 170, soit C le point où le rayon OC prolongé coupe la 
circonférence. Le triangle AC(V est rectangle el donne (123, rcman/uc) 



et d'autre jjai t, 



AGAC = CC/.AH = 2R X ;^ = Rc 

ÂC* -f- A(?^ = C(?* = 4R2. 




Multiplions la première égalité par par 2 el ajoutons à la seconde : 
il vient 

ÂC* + Â(?^ + 2 AOAC = (AC + AC }2 = 4 R^ + 2 w'c. 
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Donc, AC 4- AC = i/iR» + 2Rc =2i/R^R + |Y 

Si, après avoir multiplié la première égalité par 2, nous la retranchons 
de la seconde, nous obtenons 



\C* + AC * — 2 ACAC = (AC - AC)« = 4 R^ — 2 Rc. 



Donc AC — AC = i/i R- — 2 Rc = 2 i/r (r — |) • 

En ajoutant et retranchant membre à membre, ces deux égalités donnent 

AC = y/R(K + £)-y/r(r _|); AG' = y/R(R + |)+y/R(R_|), 

ce qui icsout la question, puisque AC est égal au côté cherché c, et AC, 
double de rapothèrae «i. 

On voit que nous avons appris à calculer les cordes des moitiés des deux 
arcs qu intercepte une corde donnée sur une circonférence de rayon donné. 

182. Méthode des Isopérlmctres. — On peut présenter la 
méthode précédente sous une forme un peu différente. 

Le problème consiste, en effet, à calculer le rapport du périmètre 
7> d'un polygone régulier au rayon r du cercle circonscrit et à Tapo- 
thème a ou rayon du cercle inscrit, et cela, pour des polygones dont 
les nombres de cotés augmentent indéfiniment. Miiis il est tout à fait 
indifférent que les polygones que Ton considère successivement 

soient ou non inscrits au môme cercle, puisque les rapports - et - 

ne dépendent que du nombre des côtés du polygone (163). 

Dans la mêthod*i des isopérimètres ^ on considère des polygones 
réguliers dont le nombre de cotés double indéfiniment et qui ont 
même périmètre. On a donc à résoudre le problème suivant : 

Problème. — Connaissant le rayon r et r apothème a d'un polygone 
régulier, calculer le rayon r' et l'apothème a' du polygone régulier 
d'un nombre de côtés double, isopérimètre au premier. 

Soit AB {fig. 171) le côté du polygone régulier de n côtés inscrit 
a» cercle de rayon ÔA = r. Abaissons sur AB la perpendiculaire 
OH = a, et prolongeons-la Jusqu'à rencontre avec la circonférence au 
point C, milieu de Tare AB. Joignons AC et BC et soient Â',B' les 
milieux de ces deux droites, la droite A'B' coupant OC au point Bl;w 

(iÈOMKTRIR. iS 
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A'B' est le côté d'un poli/gone régulier de 2h côtés hiscrit au cercle de 
rayon OA'. 

En effet, puisque Tangle AOB intercepte sur la circonférence 

de rayon OA un arc égal à la 
„êmc partie de la circonférence, 

Tangle A'OB', qui en est la moitié 




(puisque A'OC est la moitié de 

AOC et ÎVOC la moitié de BOC), 
interceptera sur la circonférence 
de rayon OA' un arc égal à la 2n^*°'* partie de cette circonférence. 

Ce polygone est isopérimétrc au premier. 

Car le côté A'B' de ce polygone, joignant les milieux de AC et de 
BC, est moitié du côté primitif AB, alors que le nombre des côtés est 
double. 

Les longueurs cherchées r' et a' sont donc OA' et OH'. 

Or H' est le milieu de CH, de sorte qu'on a 

OU' — OH = OC — OH'. 
Ceci s écrit 

or -4- OH 
2011'=: oc + on ou 0H':== "^ 

' 2 

Autrement dit, 011' est moyenne arithmétique entre OC et OH. 
D'autre part, le triangle rectangle OA'C donne 



0A' = vOCxOll'. 

Autrement dit, OA' est moyenne géométrique entre OC et OH'. 
Donc on calculera a' par la formule 

puis r' par la formule 



r z= ^ra . 

En répétant cette double opération, on obtient des valeurs de r et 
de a pour des polygones de nombres de côlésde plus en plus grands. 
Les rapports de ces quantités au demi-périmètre commun des poly- 
gones donneront des valeurs approchées de -, les unes par défaut, 
les autres par excès et de plus en plus approchées. 



dire à -^. En faisant a = ^, r=-^ , les formules précédentes 
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Supposons, pour simplifier, le périmètre commun des polygones 

égal au double de Tunité de longueur et prenons, pour le premier 

d'entre eux, le carré. L'apothème de ce polygone sera la moitié du 

1 
côté, c'est-à-dire t et le rayon, égal au côté divisé par ^2» c'est-à- 

1 - 11 

— T=r. En faisant « = ri ^= — :- 

2v'2 5 2v/2 

donneront des valeurs a' et r' correspondant à l'octogone ; et ainsi 

de suite. 

1 
Mais si l'on prenait(*) a = 0, ^'= 5 » nos formules donneraient pré- 

1 1 

cisément a' = 7» r' = — =. Nous arrivons donc à la proposition 

^ 2v2 

suivante (théorème de Schwab) : 

Théorème. — En foi^mant une suite de nombres dont les deux 

1 
premiers soient G et -^ et dont chaque terme soit alternativement 

moyenne arithmétique et moyenne géométrique entre les deux précé* 

1 

dents^ les nombres ainsi écrits tendront vers -• 

183. Les nombres a et r, termes consécutifs de la suite précédente, 
étant approchés, l'un par défaut, l'autre par excès, l'erreur com- 
mise en adoptant l'un d'eux pour valeur approchée de - sera 

inférieure à r — a. 

Or on a 

f yr — a 

\ 4 • 

Pour le démontrer, reprenons la figure 171 et portons sur OC une 
longueur OC = OA' = r'. Le segment C'H' représentera r' — a'. Or 

les deux angles C'A'H', C'A'C sont égaux; car ils ont respectivement 
pour mesures, dans la circonférence OA', les moitiés des arcs égaux 
C'B', A'C (l'un comme angle inscrit, l'autre comme angle formé par 

(1) Ces nombres correspondent à la division de la circonférence en deux parties égales. Les 
points do division étant A et B, le diamètre AB peut être considéré comme le côté d'un 
polygone régulier de doux côtés, dont le périmètre sera 2\B. Ce périmètre étant représenté 

par 2, le rayon r devra être représenté par - et lapothème a (distance du côté au centre) 

z 

par 0. 
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une tangente et une sécante). Le théorème de la bissectrice (H5) 

montre alors que les segments H'C, C'C sont entre eux comme H' A', 

A'C. Donc H'C est plus petit que la moitié de H'C, égale au quart 

r — a 
de CH ou à — , — . 

4 

Or les deux premiers termes de la suite de Schwab donnent 

1 
r — a = -• Donc l'erreur commise en prenant, pour valeur appro- 

*■ 

chée de -i le terme qui occupe le rang 2n dans cette suite, est 

inférieure ti 

1 1 



2x4'* 2'^"^* 

184. Le géomètre grec Archimède, qui, le premier, a défini et 
évalué la longueur de la circonférence, trouvait, par la méthode des 
périmètres, la valeur, approchée par excès à moins de un centième 
près. 

On ne peut, d'ailleurs, obtenir que des valeurs approchées de tc 
et jamais la valeur exacte; car on démontre que ce nombre est 
in comme nsui'ubh! , c'est-à-dire qu'il n'est égal à aucun nombre 
entier ni à aucun nombre fractionnaire. 

Les premières décimales de la valeur de r sont(') 

7r = 3,141592653... 
1 



et celles de - 



-=0,3183098... 



On utilise souvent, pour tt, la valeur 

3,1410, 
approchée par excès. 

(l) Cotte valtnirde 7: n'a pas àiè obtenue par les méthodes quo nous venons d'exposor, mais 
par d'autres, incomparablement plus rapides, empruntées au calcul intinitôsimal. On retient 
aiaémcnt ces décimalos à laide du vers suivant : 

Que i'aimo à faire apprendre un nombre utile aux sages, 
a'iilS 9 2 53 5 

dans lequel les nombres de lettres des différents mots donnent les chiffres successifs de n. 

?* ** 

I^ valeur — : , approchée à un millionième près par excès, a été donnée par Adrien Mélius. 



i 
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Le problème célèbre de la quadrature du cercle revient (ainsi que 
nous le verrons plus loin) à construire une droite égale à la lon- 
gueur d*une circonférence dont le rayon est donné. H est impossible 
de résoudre ce problème en ne se servant que de la règle et du 
compas. Cette impossibilité, qui ne découlerait pas nécessairement (') 
de rincommensurabilité de tt, a été également démontrée (^). 

EXERCICES 

POLYGONES RÉGULIERS 

178. Paver un plan avec des polyj^ones réguliers égaux entre eux. Montrer que 
le problème n'est possible qu'avec trois sortes de polygones réguliers. 

179. Construire un pentagone régulier, connaissant son côté. 

180. Dans un pent-igone régulier, deux diagonales qui n'aboutissent pas au même 
sommet se divisent mutuellement en moyenne et extrême raison. 

181. Le triangle rectangle qui a pour côtés de l'angle droit les côtés des deux 
décagones réguliers inscrits à un cercle, a pour hypoténuse le côté du triangle 
équilaléral inscrit à ce mémo cercle. 

18-2. Même proposition pour le décagone convexe, l'hexagone et le pentagone 
convexe ; — pour le décagone étoile, l'hexagone et le pentagone étoile. 

183. Si, sur les côtés d'un hexagone régulier et extérieurement à l'hexagone, on 
construit 6 carrés, les 12 sommets extérieurs de ces carrés sont ceux d'un dodé- 
cagone régulier. 

184. Vérifier que les deux expressions obtenues, au n* 180 cl au n"* 181, pour le 
côté AC = c,, sont bien égales entre elles. 

LONGUEUR DE L\ CIRCONFÉRENCE 

185. Trouver le rayon de la circonférence sur laquelle l'arc de 18" 15' a une 
longueur de 2 mètres. 

186. Sur le ravon OA d'une circonférence comme diamètre, on décrit une seconde 
circonférence. Soient B et G les points où les deux circonférences sont coupées par 
un même rayon issu du centre de la première. Montrer que les arcs AB, AC ont 
môme longueur. 

187. Si deux circonférences sont tangentes intérieurement à une même troisième 
et (fue la somme de leurs rayons soit égale au rayon de cette troisième, l'arc de 
celle-ci, compris entre les points de contact, est égal à la somme des arcs des circon- 

(1) Par exemple, la dia^çonale d'un carré est iocommensurablo avec sou côté, quoiqu'on 
puisse aisément construire l'un, connaissant l'autre. 

(2) Le théorème de l'incommensurabilité de ir est dd à Lambert (1770). Quant à l'impossi- 
bilité do la quadrature du cercle, c'est M. Lindemann, qui l'a démontrée, en 1882, par la 
géac^ralisation do théorèmes dus h un géomètre français, M. Hermite. 
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fi^rences inlérieures compris entre leur point de rencontre le plus rapproché de la 
grande circonférence et ces mêmes points de contact. 

188. La somme des côtés du carré et du triangle équilatéral inscrits donne une 

valeur approchée de la demi-circonférence. (Limite de l'erreur: un centième du 

rayon.) 

3 

189. Le périmètre du triangle rectangle qui a pour côtés de l'angle droit les - et 

6 
les p du diamètre donne une valeur approchée de la circonférence. (Limite de 

l'erreur: un dix millième du rayon.) 



PROBLÈMES 

PROPOSÉS SUR LE TROISIEME LIVRE. 

190. Étant données deux circonférences concentriques, mener une droite sur 
laquelle ces circonférences interceptent deux cordes dont Tune soit double de 
Tautre. 

191. Sur les côtés AB, AC d'un triangle, on prend, en sens inverse, deux longueurs 
égales BD= CE. La droite DE est divisée par BC dans le rapport inverse des côtés 
AB, AC. 

192. Soient A A' les points de contact d'une tangente commune à deux circonférences 
données; M, M' deux points d'intersection de ces circonférences respectivement avec 
une parallèle quelconque à AA'. Lieu du point d'intersection de A.M, A'M'. 

193. Les côtés d'un polygone restent respectivement parallèles à des directions 
fixes, pendant que tous les sommets, sauf un, glissent sur des droites données. Quel 
est le lieu du dernier sommet? (Ex. 124.) 

191. Inscrire, dans un polygone donné, un polygone dont les côtés soient 
parallèles à des droites données. — Le problème peut-il être indéterminé? 

195. On divise les hauteurs d'un triangle dans des rapports donnés et, par chaque 
point de division, ou même une parallèle au côté correspondant. Trouver le rapport 
de similitude du triangle ainsi formé et du triangle primitif. 

196. Soient a, 6, c les symétriques d'un même point quelconque du plan, par 
rapport aux milieux de? côtés BC, CA, AB d'un triangle. Les droites Aa, B6, Ce 
concourent en un même point P. Lorsque le point varie en décrivant une figure 
quelconque, le point P décrit une figure homothétique de la première. 

197. Par les trois sommets d'un triangle, on mène trois droites concourantes en 
un même point 0; puis on prend la symétrique de chacune d'elles, par rapport à la 
bissectrice de l'angle du triangle qui a, pour sommet, le sommet dont elle est issue. 
Montrer que ces trois nouvelles droites sont également concourantes en un certain 
point 0'. 

Montrer que cet énoncé subsiste lorsque les droites primitives, au lieu d'être 
concourantes, sont parallèles et que, dans ce cas, le point 0' est sur le cercle 
circonscrit au triangle. 

Déduire également, du même énoncé, que les trois hauteurs d'un triangle se 
coupent en un même point. 
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198. ABCD est un losange circonscrit à un cercle : démontrer qu'une tangente 
mobile MN intercepte, sur les côtés adjacents ÂB,CB, deux segments AM,GN dont le 
produit est constant. 

199. Si, par un point A pris dans le plan d'un cercle, on mène à ce cercle une 
sécante variable AMM^ les droites qui joignent M, M' à Tune des extrémités du 
diamètre qui passe par A interceptent, sur la perpendiculaire en A à ce diamètre, 
deux segments dont le produit est constant. 

2«)0. Vne tangente commune intérieure à deux circonférences divise une tangente 
commune extérieure (et celle-ci divise extérieurement la première) en deux segments 
dont le produit est égal au produit des rayons. 

Le segment intercepté, par les tangentes communes intérieures, sur une tangente 
commune extérieure, a même milieu que cette tangente commune extérieure et 
même longueur qu'une tangente commune intérieure. 

:i>01. Un triangle rectangle a pour sommet de Tangle droit un point fixe A, 
pendant que les deux autres sommets B, G restent constamment sur une circonfé- 
rence fixe 0. Trouver : 1* le lieu du milieu de BG ; 2* le lieu de la projection du 
point A sur BC. 

202. Construire un trian;;le connaissant un côté, la hauteur correspondante et le 
produit des deux autres côtés. 

203. Construire un triangle, connaissant deux médianes et une hauteur (deux cas). 

204. Inscrire dans un cercle donné un triangle isoscèle, connaissant la somme ou la 
différence de la b.ise et de la hauteur. 

205. Calculer les diagonales d'un trapèze, connaissant les quatre côtés. 

206. Étant donnés une circonférence et deux points A, B, tracer une corde 
parallèle à AB telle, que les droites joignant respectivement ses extrémités aux 
points A, B se coupent sur la circonférence. 

207. Par les extrémités A, B d'un diamètre d'un cercle, on mène deux cordes AC, 
BD se coupant en P à l'intérieur du cercle. Démontrer qu'on a : 

ÏB* = AC. AP-f BD. BP. 

208. Par deux points fixes A, B, on mène une circonférence variable et, par un 
point fixe C en ligne droite avec A, B, les tangentes à cette circonférence. Lieu du 
milieu de la droite qui joint les points de contact. 

209. Tracer avec trois points donnés comme centres, trois cercles orthogonaux deux 
à deux. 

210. Étant donnés une circonférence, deux points A, B sur cette courbe et une 
droite quelconque, trouver sur la circonférence un point M tel, que les droites MA, 
MB interceptent, sur la droite donnée, un segment divisé dans un rapport donné par 
un point donné de cette droite. 

211. Sur les côtés AB, AC, BG d'un triangle comme bases, on construit trois 
triangles isoscèles semblables ABP, AGQ, BGR; les deux premiers extérieurement au 
triangle donné, le troisième au contraire du même côté de BG que ce triangle (ou 
l'inverse). Montrer que APQR est un parallélogramme. 

212. Une figure varie en restant semblable à elle-même, de manière que trois 
droites non concourantes appartenant à cette figure passent chacune par un point 
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fixe. Dénionli'or : 1* (juc U>ute autre droite de la figure passe égalt^meiit par un 
l)oiiil fixe ; 2* que tout point de la fijjure décrit une circonférence. 

213. Construire un quadrilatère semblable à un quadrilatère donné et dont les 
côtés passent par ({uatre points donnés. 

Le problèmiî peut-il être indéterminé? Trouver, dans ce cas, le lieu des points 
d'intersoction des diagonales des difTércnts quadrilatères répondant à la question. 

214. Une figure varie en restant constamment seniblable à. elle-même, de manière' 
que trois points de cotte figure décrivent chacun une droite. Montrer qu'un cert«f in 
point de la figure reste fixe. En déduire que tout autre point décrit une droite. 

215. Étant données deux figures semblables et de môme sens, trouver le lieu 
des points tels qu<', si on les considère comme appartenant A la première fîguw^, 
la droite qui les joint k leurs homologues de la seconde passe par un point donné. 

216. .Mener, par un point donné O, une sécante O.MN qui intercepte sur deux 
droites données, à partir de deux points donnés A, B de ces droites, deux segments 
AM, BN lie rapport donné. 
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COMPLÉMENTS DU LIVRE III 



CHAPITRE PREMIER 

SIGNES DES SEGMENTS 

185. Nous avons, jusqu'ici, mesuré les segments de droites par 
des nombres essentiellement positifs. Il est avantageux, lorsque l'on 
a à comparer des segments situés sur une même droite, de leur 
faire, au contraire, correspondre des nombres tantôt positifs, tantôt 
négatifs, d'après une convention que nous allons faire connaître (*). 

Sur la droite considérée X'X [fig, 172), nous choisirons, une fois 



A B 

Vu,, {-l. 



pour toutes, un certain sens, dit sens positifs par exemple le sens 
X'X, marqué par la flèche sur la figure 172. .1 un segment quelconque 
ÂB, nous ferons correspondre le nombre qui mesure sa longueur^ pré- 
cédé du signe -j- si cp segment est dirigé dans le sens positif ^ du signe — 
sH est dirigé dans le sens opposé. 

Il est à remarquer que le signe d'un segment dépend essentielle- 
ment de Tordre dans lequel on énonce ses deux extrémités : on a 

ÂB = — BÂ. 

186. La convention précédente permet d'écrire certaines relations 
sous une forme indépendante de la disposition des points que l'on 
considère. 

Par exemple, A, B, C étant trois points en ligne droite, BC est égal 

il) Nous rappelons sonimniroinent, dans les n** 185-187, la convontion relative aux signes 
(les serments. Cette convention est étudiée et jastiAée d'une façon plus complète dans les 
Levons iV Algèbre rlémentaire do M. Hourlet (libralrlo Armand Colin, 1806; Introduction et 
chapitres i etn). Le lecteur y trouvera, en particulier, la démonstration de certains principes 
que nous avons admis, tels que : La somme algébrique de pltuienra segments est iiufr/iruffaiite 
tie leur ordre; — cette somme ne change pas lorsqu'on remplace un ou plusieurs d'entre eux par 
leur somme algébrique effectuée^ etc.; ainsi que les conventions moyennant lesquelles les 
nombres algébriques peuvent être traites, au point do vue du calcul, comme les nombres 
ordinaires. 
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à la somme ou à la diflerence de AB et de AC, suivant Tordre dans 
lequel se suivent les trois points. Lorsqu'on évalue les segments en 
grandeur et en signe, ces différentes relations sont remplacées par 
la relation unique 

(1) AB + BC + CA=o 

qui a lieu, quelle que soit la disposition des points. 

En elTet, si, en suivant la droite ABC dans le sens positif, on 
rencontre ces points dans Tordre A,B,C (comme dans la figure 172), 
les segments AB, AC, BC sont positifs et on a (*) AC = AB -j- BC, ce 
qui équivaut à la relation (1). 

Or, celte relation ne change pas si Ton permute entre eux deux 
des points ; par exemple, en échangeant B et C, on a Tégalité 

AC + CB + BA = 

qui est équivalente à la précédente, laquelle est par conséquent 
vraie si Tordre des points est A, C, B. 

D'ailleurs, on sait (^) que, par une suite de permutations succes- 
sives, on peut changer Tordre d'une façon quelconque. Donc la 
relation (1) est toujours vraie. 

Cette relation se généralise immédiatement à un nombre quel- 
conque de points en ligne droite. Par exemple, cinq points 
A, B, C, D, E d'une même droite X'X donnent bien Tégalité 

AB + BC + CD + DE + EA = 0. 

Pour le démontrer, observer que la relation en question est 
démontrée pour le cas de trois points. Il suffit donc d'établir que si 
cette relation est vraie pour un certain nombre de points, elle est 
vraie pour le nombre immédiatement supérieur. Nous pouvons donc 
la supposer établie pour le cas de quatre points et écrire 

AB + BC + CD + DA =: o. 

D'autre part, les trois points A, D, E donnent 

AD + DE + EA = 0. 



(1) Lo segment AC est dit la résultante des segments AB.BC (cf. Bourlot, Leçon» d Algèbre^ 
introduction). 

(2) Tannery, Leçons d'Arithmétique, cb. ii, n* 77. 
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En ajoutant, les deux termes DA -f- AD se détruisent et il vient 
l'égalité annoncée ('). 

187. Prenons sur la droite X'X un certain point fixe [fig. 172;. 
Nous déterminerons alors un point quelconque A par le segment OA, 
compté en grandeur et signe. Ce segment se nomme Yahscisse du 
point A, rapportée à Vorigine 0. Il est évident que la connaissance 
de Tabscisse en grandeur et signe détermine, sans aucune ambi- 
guïté (1), la position du point A. 

Deux points A et B étant donnés par leurs abscisses, rapportées à 
la même origine 0, la distance AB est donnée par 

AB == OB — OA, 
équation équivalente à Téquation (1) du numéro précédent. 

CA 

188. Un point C étant pris sur la droite AB, le rapport j^ est négatif 

si le point C est entre A et B, et positif si C est extérieur au segment 
AB(»). 

D'après cela, il n'y a qu'un point qui divise un segment donné 
dans un rapport donné en grandeur et en signe. Si les points C et D 
sont conjugués harmoniques par rapport k un segment AB, les 

rapports — r- et -rr^ sont égaux et de signes contraires. 
Cii DB 

189. Soit le milieu du 
segment CD Ifig. 173), dont 
les extrémités sont conju- 
guées harmoniques par 
rapport au segment AB. 
On a 

ÔC' = OA. OB. 

Enefifet, déterminons les ^'"' *^^* 

points A, B, C, D par leurs 

abscisses rapportées à Torigine 0. L'égalité 7^ =: — .-777 devient 

CB Du 

CA _ DA _ OC — OA _ OA — OD 
■" CB ~ i)B — OB — OC "" OB — OD * 

(1) Cf. Bourlet. Leçons fCAlifèbre, ch. 11, n« 23. 

(2) Cf. Bourlot, Lcronn dCAUjébre, ch. i, n" IG. 
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Nous aurons un rapport égal aux précédents en faisant la somme 
des deux derniers numérateurs et la somme des deux derniers 
dénominateurs, et un autre en formant les différences de ces mômes 
termes. En remarquant que OD = — OC, nous obtenons ainsi 

CA _ DA _ 2QC _ 20A 
""CB~'DB~20B~ 20C' 

On a donc bien le théorème suivant : 

Théorème. — La moitié d'un segment de droite est moyenne propor- 
tionnelle entre les distances du milieu de ce segment à deux points qui 

le divisent harmoniquement , 

OC 
Nous voyons, de plus, que la valeur commune des rapports — et 

^^ * ' 1 ;. I 1 A ^ CA DA 

prp, est égale à la valeur commune des rapports — -p^ ^^ iT5 • 
OC Cl> L)d 

Réciproque. — Si, à partir du milieu d'un segment OD, on porte, 

dans le même sens, deux longueurs OA, OB ayant pour moyenne 
proportionnelle la moitié du segment, les points k et B divisent 
harmoniquement le segment donné CD. 

Car les rapports égaux ;^t^ = 7-7; donnent lieu, par addition et 

OB OC 

soustraction des numérateurs et des dénominateurs, les rapports 

égaux aux premiers 

OA — OC _ OA + OC 
OC — OB "~ OB + OC 

ou, en tenant compte de Tégalité OD = — OC, 

_CA_DA 
CB""DB' 

Corollaires. — Si deux segments sont conjugués harmoniques, le 
cercle décrit sur le premier comme diamètre coupe à angle droit tout 
cercle passant par les extrémités du second {fig. 173). 

Car le carré du rayon du premier cercle est égal à la puissance de 
son centre par rapport au second cercle. 

Réciproquement, quand deux cercles se coupent d angle droit, tout 
diamètre de l'un est divisé harmoniquement par l'autre. 
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190. Lorsque deux droites seront parallèles, nous adopterons, en 
général, le même sens positif sur toutes deux. 

Moyennant celte convention, nous pouvons dire que le rapport 
des segments BC, DE, interceptés par un même angle sur deux sécantes 
parallèles, est égal^ en grandeur et en signe, au 7*apport des segments 
AB, AD, que ces parallèles interceptent sur Vun des côtés de l'angle 
(A/7. 115, 116, 117, nM17). 

Cette égalité a été démontrée, en ce qui regarde les valeurs abso- 
lues, au n** 117. D'aillleurs les deux rapports ont le même signe: les 
segments BC, DE sont de même sens (fig. 115, 116) ou de sens 
contraires [fig. 117) en même temps que les segments AB, AD. 

Soient, en particulier, deux figures homothétiques: il y a évidem- 
ment lieu de considérer le rapport de similitude comme positif ou 
comme négatif, suivant que riiomothétieest directe ou inverse. Dès 
lors, le rapport de similitude est égal^ en grandeur et en signe, au 
rapport de deux lignes homologues quelconques. 

191. La convention de signe faite au n° 133, relativement à la 
puissance d'un point par rapport à un cercle, n'est qu'un cas 
particulier de celle que nous venons d'indiquer. 

En effet, sur la sécante ABB' {fig. 128 et 129, n° 131) menée du point 
A à la circonférence 0, choisissons un sens positif quelconque. Les 
segments AB, AB' sont de même sens ou de sens contraires suivant 
que le point A est extérieur ou intérieur au cercle : leur produit est 
donc positif dans le premier cas, négatif dans le second (*). 

EXERCICES 

217. Quand qu«itre points A, B; C, D forment une division harmonique, on a (en 
grandeur et signe) lj = :l+^j. 

•218. Comment peut-on modifier l'énoncé du théorème de Stewart (n* 127), pour 
qu'il devienne indépendant de l'ordre des points B, C, D (notation du n** 127) sur 
hi droite qui les contient? 

Démontrer directement l'énoncé ainsi modifié lorsque le point A est sur la 
droite BCD. En déduire l'énoncé général. 

219. Démontrer directement les corollaires du n* 189. En déduire les théorèmes du 
même numéro. 

220. Si, dans le théorème du n'116, on fait varier le rapport donné, les points A 
(1) Cf. Hourlet, Lerona cTAhji'bre, ch. i, n» II. 
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et B (notation du n* 116) restant fixes, les difTérents cercles ainsi trouvés ont môme 
axe radical. Leurs points limites sont les points A et B. 

En déduire la solution du problème suivant : trouver, sur une droite ou sur un 
cercle donné, la position que doit occuper un point M pour que le rapport de ses 
distances à deux points donnés soit le plus grand ou le plus petit possible. 
(Construction tout analogue aux constructions du n* 159.) 

221. Trouver un segment qui divise harmoniquement deux segments donnés. 
Le problème est-il toujours possible? 

222. La circonférence qui a pour points diamétralement opposés les centres de 
similitude de deux cercles a, avec ces deux cercles, môme axe radical (n'ISS). 
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TRANSVERSALES 




B 



192. Théorème. — Si les côtés BC, CA, AB d'wi triangle ABC 
{fig. 174) sont rencontrés par une même droite en a. A, c, on a, entre les 
segments ainsi détei*niinés sur 
ces côtés, la relation 

oB ^ cA 

^ ^ aC ^A cB 

Pour le démontrer, me- 
nons, par les trois somniets 
du triangle, jusqu'à rencontre 

avec la transversale, trois droites parallèles à une même direction 
quelconque, sur lesquelles nous adopterons le même sens positif. 
Soient a, 3, y les distances des sommets à la transversale, comptées 
sur les parallèles en question : on aura 

aC y' 

h\. "" a 

ck a 

1, . ,.. ,. . «B ^C ck Sya , „. 

d ou, en multipliant —-.--•-- z= î-4 = 1. c. q. F. d. iM. 

^ aC bk cB Y*? >c w 

(I) Si la transversale était parallèle au cùté BC, lo point a devrait être considéré comme 
rejeté à l'infini ol le rapport -_, comme égal à I. La relation de l'énoncé se réduirait alors 

à 777= -4; , c'est-à-dire au théorùme du u» 114. Si doux côtés AB, AC du triangle devenaient 

11J.Î 4 ^t â 1. 1- i! • . • •. 1. • «R ^^ '^A , - ah 6C cA ^ 

parallèles, A étant à 1 inhni, on écrirait l expression -7= • rr- • -r? sous la forme -- . - et 

*^ nC 6A cB aL cB 6A 

cA 

l'on remplacerait — par ! : on aurait alors l'énoncé du n« 117. 
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193. Réciproque. (Théorème de M^hit^laùs.; — Si, sur 1rs rôh's 
BC, C\, AB d'un triangle ABC, on prend trois jmints r/, h, r vérifiant 
la relation 



(2) 



oB ffC rA_ 



ces trois jtoints sont en ligne droite. 

Car la droite ab coupe le côté AB en un point c tel que 

^B m: ç^A_ 
^C'bx'TB'^ 

Cette égalité, comparée avec la précédente, montre que 

rA_r;A 
rB "" c'B 

et, par suite, que les points c et c coïncident. 

c. Q. F. D. 

Remarque. — Ce théorème revient, au fond, à celui que nous 
avons démontré au n^'lM. On peut, en effet, trouver trois longueurs 
a, p, Y (comptées en grandeur et signe) telles que Ton ait : 

ah _^ àC ___y 
^/C Y ^A a 

d'où résulte, en vertu de la relation (2), 




rA 

rB 



fi 



Dès lors, trois figures homo- 
thétiques deux à deux, dans 
lesquelles A, B, C S(;ronl trois 
points homologues et a, r:J, v 
trois segments homologues, 
auront ^, h, c pour centres 
de similitude. 

194. Ce théorème sert à 
démontrer que trois points 
sont en ligne droite. 

KxKMPLE 1. — Les milieux des trois diagonales d'un quadrilatdre 
conijflel sont en ligne droite. 
Soit le quadrilatère complet ABCDEF flg. 175 dont les diagonales 



FUf. 1".">. 
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AB, CD, EF ont pour milieux L, M, N. ConsidiTons lo li-ian^^le ACE, 
forme par trois des côtés du quadrilatère et soient «, c, c les milieux 
de CE, EA, AC. La droite f est parallèle à CE et passe par le point L; 
la droite f.n est parallèle à EA et passe par le point M ; la droite ac 
est parallèle il ACi't passe parlepuiuiN. Pouf démontrer que L, M, N 
sont en ligne droilc, il nous suffira de prouver la relation 



Me 



Le Ma Ne 
Or les parallt.'lcs L/r, BCK donnent 



= 1. 



et on aurait de même 



Or te produit des trois 



M« = UE 

N«_FC 

Ne '~ fa' 

seconds membres 

ItE DA FC 

HC ' DE FA 

est bien égal à I, puisque les points B, U, F, pris sur k-s côlés du 

triangle ACE, sont en ligne droite. 

195. Exemple 11. — Ni Us nummuls du dmix Irimigkit <il>c. ti'b'c' se 
torretpottdent de ntnitii-rr 
qve les drmies na', hh' , 
rr , qui juiipteiit lex nom- 
mrtt corri'upttiidiinlx. *•• 
riiupeiU eii un iiu'mi' /loiiil 
o : les piihitx lie reiirunli-e 
des ràl'h rorrcufinidinilit 
tout en ligne droite. 

Soient / {/l<j. 176; le 
point de rencontre de 
fir, h'e'\ m, le poini de 
rencontre de rw, e^'; ii, 
le point do rencontre de 
iih. n'b'. li s'agit de prou- 
ver que /, Ml, n sont en ligi 




I droite, autrement dit que l'o 



" / 
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Ib m c na 

le ma nh 

Or, le triangle abc^ coupé par la transversale lb'c\ donne 

Ib c'c b'o 

le c'o b'b 

De même, les triangles oca, oab^ coupés respectivement par les 
transversales mc'n\ na'b' donnent 

me a a c'o 



ma a'o c'c 



na b'b a'o 
nb b'o àa 



En multipliant membre à membre, les fadeurs an, b'b, c'c, a'o, 
b'o, c'o disparaissent, et Ton obtient la relation demandée. 

Deux triangles tels, que les droites qui joignent les somniels cor- 
respondants concourent en un même point, sont dits homolof/iqiws. 

196. Exemple III (Théorème de Pascal], — Dans tout hexagone 




Fiu. 177. 



inscrit à un cercle, les points de concours des côtes opposés sont en 
ligne droite. 

Soit riiexagone ABCDEF {fig. 177) dans lequel les cotés opposés 
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AB, DE se coupent en L, les côtés BC, EF en M, les côtés CD, FA en 
N. Considérons le triangle IJK formé par les côtés AB,CD, EF, autre- 
ment dit par lesc^tés de Thexagone donné, pris de deux en deux. 
Les points L, M, N - sont respectivement situés sur les côtés 
JK, Kl, IJ de ce triangle. Ces points sont en ligne droite si Ton a la 
relation 

,.. LJ MK m_ 

^•^^ lk; mi *NJ""*' 

Or, si nous coupons successivement le triangle IJK par chacun des 
côtés restants DE, BC, FA de Thexagone, nous obtenons les relations 

U EK DI_ 
LK EIDJ" ' 
MK CI BJ 
MI CJ'bK"" ' 
NI AJ FK_ 
ÎSJAK* fT"" 

Multiplions membre à membre ces trois égalités : nous pouvons 
écrire, en groupant convenablement les facteurs au numérateur et 
au dénominateur, 

U MK NI CI-DI AJ'BJ EK-FK 
lk' mi NJEI-FICJ-DJAK-BK"" 

Or, chacune des trois dernières fractions qui figurent au premier 
membre est égale à l. Par exemple, les produits CI.DI et El. FI sont 
égaux comme produits de segments interceptés par le cercle sur des 
sécantes issues du point I. 

On a donc la relation (3) et le théorème esl démontré. 

Remarque. — La démonstration précédente subsiste lorsque les 
points A, B ; C, D ; E, F viennent se confondre deux à deux, les côtés 
du triangle IJK étant alors tangents au cercle. Le théorème devient 
alors le suivant : Les tangentes menées par les sommets d'un triangle 
nu cercle circonscrit coupent les côtés correspondants en trois points en 
ligne droite, 

197. Théorème.-— Si, par les sommets d'un triangle ABC {fig. 178), on 
mène les droites \a B6, Ce concourantes en un même point 0, ces droite» 
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coupent respectivement les côtés BC, CA, AB en trois points a, b, c tels 
que Fon ait la relation 

(4) ^ *^ ^ — _ 1 

aC*6A'cB~ 

En effet, le triangle AaC, coupé par la transversale BOô, donne (*) 

Ba 6C 0A_ 
m bK Oa~ ' 

le triangle AaB, coupé par la transversale 

Ce, donne, 

C« cB OA _ 
CBcAOa "" 

Divisons membre à membre : le rapport 

OA 

-;r- disparaît, et il vient : 

Oa 

oB 6C fA CB 

ôC * ^ ' cB * BC "" ' 

ce qui équivaut à Tégalité (4), puisque CB = — BC. 

198. Réciproque (Théorème àeCéva). — *Sf, sur les côtes d'un 
triangle ABC, on prend trois points a, 6, c tels que loti ait la relation 

ûB AC cA___ 
ôCÂÂcB"""" ' 

les droites Aa, B6, Ce sont concourantes. 

Soit, en effet, le point de rencontre de Aa, B^. La droite CO 
coupe le côté AB en.un point c' tel que 

rtB bC c[A _ __ 
flC ' bx' c'B " 

Cette égalité, rapprochée de celle qui est donnée dans J'hypothèse, 

cA c'a 
donne -r. = -77; • Donc les points c et c' coïncident. 
cB cB 

C.Q.F.D. 

Si les droites Aa, Bb étaient parallèles, la droite Ce serait parallèle 

(1) Le raisonnement subsiste si le point O est rejeté à l'infini, c'est-à-dire si les trois droites 
Aa, B6, Ce sont parallèles. Nous avons vu, en effet, que le théorème du n* 192 subsistait pour 
une transversale parallèle à l'un des côtés du triangle. 
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aux premières et les trois droites devraient être considérées comme 
concourant à Tinfini. 

Ce théorème sert à démontrer que trois droites sont concourantes. 

Exemple. — Les médianes (ïun triangle sont concourantes. 

Car si a, 6, c sont les milieux des côtés du triangle, les rapports 
aB bC c\ ^ . ^ . 

;rc'6Â'^'""^'^^"'^^-'- 

On montrerait d'une façon analogue que les bissectrices des 
angles d'un triangle sont concourantes ; etc. 

EXERCICES 

223. Déduire le théorème de Ménélaus, dans le cas où tons les points de division 
sont extérieurs, de ce fait que les trois cercles qui, dans l'exercice 127, déterminent 
le point cherché, ont les mômes points d'intersection (n* 189). 

224. Une droite coupe les côtés d'un triangle ABC en trois points ar, 6, c. On prend 
le symétrique de chacun de ceux-ci par rapport au milieu du côté sur lequel il est 
situé. Montrer que les nouveaux points a' y b'y d ainsi obtenus sont en ligne droite. 

Lorsque les points a, 6, c sont les projections, sur les côtés, d'un point du cercle 
circonscrit (ex. 72), il en est de même des points a\ 6', c'. 

225. Le côté OÂB d'un angle est fixe, ainsi que les points A, B pris sur ce côté 
pendant que le second côté OA'B' tourne autour du sommet en entraînant les 
points A', B' pris sur ce côté à des distances constantes de 0. Quel est le lieu du 
point d'intersection de AA', BB'? 

22C. On donne un angle et trois points A, B, C en ligne droite. Une transversale 
mobile menée par A coupe les côtés de l'angle en M, Ni Lieu de l'intersection de 
BM, CN. 

227. Trois droites concourantes issues des sommets d'un triangle ABC coupent les 
côtés opposes en a, 6, c. On prend les symétriques al y h\ & de ces points par rapport 
aux milieux des côtés sur lesquels ils sont situés. Montrer que A«', B6', Ce' sont 
encore concourantes. 

228. Les droites qui joignent les sommets d'un triangle aux points de contact des 
côtés opposés avec le cercle inscrit sont concourantes. 

229. A'B'C est le triangle déduit de ABC en menant (comme au n* 53) par chaque 
sommet de celui-ci une parallèle au côté opposé ; a, 6, c sont des points pris 
respectivement sur BC, CA, AB. 

Si Art, B6, Ce sont concourants, A'a, B'ô, Ce le sont aussi. 

230. Si les droites Aa, B6, Ce sont concourantes et qu'on prenne les conjugués 
harmoniques de a,b,c par rapport aux côtés BC,CA,AB, sur lesquels ils sont 
situés, ces conjugués sont en ligne droite. 

Application : Aa, B6, Ce sont les bissectrices des angles. 

231. Si les droites Aa, B6, Ce aboutissant aux côtés BC, CA, AB d'un triangle 
sont concourantes, et que la circonférence abc coupe à nouveau les côtés en a\ 6', c\ 
les droites A«', B6', Ce' sont encore concourantes. 
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CHAPITRE III 



RAPPORT ANHARMONIQUE. - FAISCEAUX HARMONIQUES 

199. Soient A, B, C, D quatre points en ligne droite. On nomme 

rapport anharmonique de ces quatre points, et Ton désigne par le 

symbole (ABCD), le quotient du rapport des distances du point C 

aux points A et B par le rapport des distances du point D aux mêmes 

points, soit : 

CA DA 

cb'db* 

Cette expression peut encore s écrire « Cest, par conse- 

quent, le quotient de deux des produits qu'on peut former avec des 

segments joignant deux à deux les points donnés et n'ayant aucune 

extrémité commune. Elle dépend de Tordre dans lequel on range 

les quatre points ; mais on voit sans difficulté quelle ne change pas 

quand on échange entre eux deux des points^ pourvu qu'on échange 

également les deux autres. 

D\ 
Si le point D s'éloigne à Tinflni, le rapport -r-^ tend vers 1. Donc 

DB 

CA 

le rapport anharmonique des points (*) A, B, C, oo est égal à —- . 

Si les quatre points forment une division harmonique, les 

CA DA 
rapports ttt: et r-^ sont égaux et de signes contraires, et le rapport 

anharmonique est égal à — 1. Inversement, il est clair que cette 
condition entraîne la première. 

200. Théorème. — Quatre droites issues d'un même point coupent 
une transversale quelconque en quatre points dont le rapport anharmo^ 
nique est indépendant de la transversale. 

(I) Commo en algèbre, lo symbole oo représente l'infiDi. 
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Soient les quatre droites OAA\ OBB',OCC', ODD' [fîg. 179). Ces 
quatre droites étant coupées par les deux transversales ABCD, 
A'B'C'D', je dis que 

CA DA CM , D A^ 
CB*DB~"CB''d'B'* 

Pour le démontrer, menons par les points B,B' les parallèles 
Bcrf, B'c'rf' à OA : la première coupant OC en c et OD en rf, la 
seconde coupant OC en c' et OD en d'. 

On a 

CAOA 
CB^ cB 
DA_OA 
DB ~ rfB 

d'où par division 

CA DA_ûfB 
CB'DB^ cB* 

On aurait de même 

C A^ D .V _ dh' 
C'B'*D'B'~c'B'" 




La relation de l'énoncé est donc démontrée, car les rapports 

-7- et -77- sont manifestement égaux, les sécantes Bcrf, B'c'rf' étant 
rl5 c B 

parallèles entre elles. 

Le rapport anharmonique constant déterminé par les quatre 
droites sur une transversale quelconque est dit rapport anharmo- 
niffue du faisceau des quatre droites. 

L'opération par laquelle on passe des points A, B, C, D aux 
points A', B', C, D' appartient à la catégorie de celles qu'on nomme 
perspectives ou projections centrales {^), 

La longueur d'un segment, AB par exemple, est altérée par une 
telle opération; les rapports mêmes de tels segments sont changés ; 



(I) Ces opc'rations seront définies en géométrie de l'espace. 
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mais nous voyons que le rapport anharmoniquc est conservé par 
une projection quelconque : le rapport anharmonique est projectif. 

201. En particulier, si les points C, D divisent harmonique- 
ment le segment AB, on obtiendra, en joignant les quatre points 
A, B, G, D à un même point quelconque 0, un faisceau qui divisera 
harmoniquement une droite quelconque. Un tel faisceau est. dit 
faisceau harmonique; les deux rayons OC, OD sont conjuguétf 
harmoniqves par rapport aux rayons OA, OB et inversement. 

Théorème. — Pour qu'un faisceau soit harmonique, il faut et il 
suffit qu'une parallèle à Vun des rayons soit divisée en deux parties 
égales par les trois autres. 

Car, dans la figure du numéro précédent, nous savons que le 

rapport anharmonique -^ : jr^ est égal à —^ , lequel est égal à — 1 si 

CB Du CD 

le point B est le milieu de cd, et alors seulement. 

Corollaires. — I. Les deux droites OM,, OM, {fig, 159, n° 151), qui 
constituent le lieu des points tels que le rapport de leurs distances à 
deux droites D, D' ait une valeur donnée^ forment avec celle-ci un 
faisceau harmonique. 

Car, dans la figure 159, le segment M,M^ est évidemment divisé 
en deux parties égales par la droite 1). 

Réciproquement, si deux rayons OC, OD sont conjugués harmo- 
niques par rapport à deux autres OA, OB, le rapport des distances 
d'un point quelconque de OA aux droiles OA, OB est égal au 
rapport des distances d'un point quelconque de OD aux mêmes 
droites (',. 

II. Les hissectrices des angles formés par deux droites détei'minent 
avec elles un faisceau harmonique :li5). 

Réciproquement, si, dans un faisceau harmonique, deux rayons 
conjugués sont rectangulaires, ils sont les bissectrices des angles des 
deux autres. 

Car si les droites OA,OB, OC, OD forment un faisceau harmo- 
nique, la parallèle Bcd au rayon OA est divisée en deux parties 

(1) Cette conclusion doit être moditîro si Ton n égard nux signes (en choisissant un sens 
positif sur la direction perpendiculaire à OA et un scus positif sur la direction perpendiculaire 
àOB) : les deux rapports en question sont alors é^oux et de signes controires. 
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égales au point B. Si donc OA et OB sont perpendiculaires, OB est 
perpendiculaire au milieu de cd et divise en deux parties égales 

Tangle cOrf. 

202. Théorème. — Chaque diagonale d'un quadrilatère complet 
est divisée harmoniquement par les deux autres. 
Dans le quadrilatère complet ABCDEF (fig. 180), les diagonales CD, 




FiG. 180. 



EF se coupent au point H; soit K le conjugué harmonique de II par 
rapport au segment EF. Les droites AE, AF, AH,AK forment un 
faisceau harmonique, et par conséquent le point L, où la droite AK 
coupe la diagonale CD, est conjugué de H par rapport au segment CD. 
Mais les droites BE, BF, BH,BK forment aussi un faisceau harmo- 
nique et le point IJ où BK rencontre CD est aussi conjugué de H par 
rapport à CD; il coïncide donc avec L et la droite KL n'est autre 
que AB. 

203. Si, par un point pris dans le plan d*un angle, on mène une 
sécante variable, le lieu du conjugué harmonique du point donné 
par rapport au segment intercepté sur la sécante par les côtés de 
Tangle est évidemment une droite : à savoir, le rayon conjugué 
harmonique, par rapport à Tangle donné, de celui qui joint le 
sommet de ce dernier au point donné. 

Cette droite est dite la. polaire du point par rapport à Tangle. 

Théorème. — S/, par un point A pris dans le plan d'un angle CBD 
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(fi(j, 180 , on mène deux sécantes ADE, AFC et que V ou joigne deux à 
deux les points d'intersection C, D, E»F de ces sécantes avec les côtés 
de Vangle, le lieu des points H où se coupent ks droites CD, EF est la 
polaire du point \par rapport à l'angle. 

Car les droites BC, BD, BA, BH forment un faisceau harmonique, 
puisqu'elles divisent harmoniquement la droite EF. 

Ce théorème donne im moyen très simple de construire la polaire 
d'un point par rapport à un angle. 

EXERCICES 

232. Si deux faisceaux de quatre droites, les unes issues du point 0, les autres du 
point 0', ont môme rapport anharmonique et un rayon homologue commun (la 
droite 00'), les points de rencontre des autres rayons homologues sont en ligne 
droite. 

233. Si, sur deux droites OABC, OA'B'C concourantes en 0, on prend d'une part 
trois points A, B, C; d'autre part trois points A', B', C\ tels que les rapports 
anharmoniques OABC, OA'BT/ soient égaux : les droites AA', BB', CC passent par 
un même point. 

231. Quelle est la condition nécessaire et sufflsante pour qu'on puisse construire 
un parallélogramme ayant ses côtés et ses diagonales respectivement parallèles à 
quatre droites données? 

235. On donne une droite x/y et deux points A, B hors de cette droite. On joint un 
point M du plan aux points A, B. Soient P, Q les points d'intersection des droites 
MA, MB avec xy. Trouver le lieu du point M' où se coupent les droites PB, QA, 
lorsque le point M décrit une droite donnée ? 

Examiner le cas où les droites AP, BQ, au lieu de se couper en un point M situé 
sur une droite donnée, sont parallèles entre elles. 

236. Si, par deux points qui divisent harmoniquement un diamètre d'un cercle, 
on mène des perpendiculaires à ce diamètre, ces droites sont coupées par une 
tangente quelconque en deux points tels que le rapport de leurs distances au centre 
est constant. 
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CHAPITRE IV 

POLES ET POLAIRES DANS LE CERCLE 

204. Théorème. — Si, par un point n pris dans le plan d*un cercle^ 
on vnhie une sécante variable qui coupe la circonférence en M, N, le 
lieu du point P, conjugué 
harmonique de a par rapport 
au segment M N, est une droite 

(fig. 181). 

En effet, le milieu I de ^P 
salisfait (189) à la relation 

Il appartient donc à une 
droite fixe, Taxe radical du 
cercle donné et du point n 
(136, Remarque], 

Le point P décrit une droite homothétique de celle-là par 
rapport au point a, le rapport d'homothétie étant égal à 2. 

Inversement, un point P quelconque de la droite ainsi déter- 
minée appartient au lieu si la ligne aP coupe le cercle (ce qui a 
toujours lieu si a est intérieur). 

Cette droite, lieu du point P, est dite la polaire dix point a par 
rapport au cercle, et celui-ci est dit le pôle de la droite. 

La polaire du point a est perpendiculaire à la droite qui joint ce 
point au centre du cercle, en un point II, situé du même côté du 
rentre que h point n et donné par la relation 
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Ofl-oH = R^ 



R étant le rayon du cercle. 
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Ou encore si trois droites de la figure (K) soni concourantes, les 
points correspondants de {¥') sont en ligne droite, et réciproquement , 

207. Supposons, par exemple, que la figure (F) soil la figure du 
n° 195 (/î^. 176), formée par deux triangles abc, a'6'c', tels que les 
droites aa\ bb\ ce' passent par un même point 0. Les polaires A, B, C, 
A', B', C des points «, b, c, a\ 6', c' formeront deux nouveaux triangles 
et, aux droites art', ^^\ ce', correspondront les points d'intersection 
des côtés A, A'; B, B'; C, C. Puisque les premières passent par un 
même point, les seconds sont en ligne droite. 

Inversement, tout couple de triangles dont les cotés se corres- 
pondent de sorte que les points d'intersection des côtés cor- 
respondants soient en ligne droite, peut être considéré comme 
la figure polaire réciproque d'un couple de triangles analogues 
à abc, a'b'c'. 

Or, nous avons démontré que les points d'intersection des côtés 
correspondants des triangles abc,a'b'c' étaient en ligne droite; donc 
les droites correspondant à ces points, — c'est-à-dire les droites qui 
joignent les sommets correspondants des triangles formés par 
A,B,C; A',B',C', — sont concourantes. Autrement dit la réciproque 
du théorème démontré n° 195 est vraie, 

208. Supposons maintenant que la figure (F) soit un hexagone 
inscrit au cercle et soient A,B,C, D, E,F {fig. 183) les côtés de cet 

hexagone. Prenons pour cercle 
directeur le cercle circonscrit : les 
polaires des sommets de l'hexagone 
seront les tangentes en ces points, 
qui se couperont deux à deux aux 
points a, b, c, rf, e, f, pôles des côtés 
A, B, C, D, E, F. Ces derniers points 
seront les sommets d'un hexagone 
circonscrit au cercle. Inversement, 
tout hexagone circonscrit au cercle 
peut être considéré comme polaire 
réciproque d'un hexagone inscrit. 
Or, nous avons démontré que, dans l'hexagone inscrit, les points 

de rencontre A,D; B,E; C, F sont en ligne droite (196). Nous avons 

donc le théorème de Brianchon : 
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Dans tout hexagone abcdef circonscrit à un cercle^ les diagonales 
qui joignent les sommets opposés sont concourantes. 

De môme, le cas limite relatif au triangle inscrit (n° 196, Remarque) 
nous donne : Dans tout triangle circonscrit à un cercle^ les droites qui 
joignent chaque sommet au point de contact du côté opposé sont 
concourantes. 

209. Nous venons de trouver ce qui correspond, dans la figure (F'), 
à trois points en ligne droite ou à trois droites concourantes de la 
figure (F): propriétés que Ton nomme descriptives, par opposition à 
celles où figurent des mesures de grandeur, et que Ton nomme 
métriques. Nous allons apprendre à transformer quelques-unes de 
ces dernières. 

Tout d'abord, si deux droites de la figure F sont parallèles, leurs 
pôles sont, avec le centre du cercle directeur, sur une même droite (le 
diamètre perpendiculaire à la direction commune des parallèles), 
et réciproquement. 

Par exemple, nous aurions pu ainsi démontrer aisément le 
théorème du n° 195, en prenant la figure polaire réciproque par 
rapport à un cercle directeur ayant pour centre le point [figAlÇt). 
Aux points a,a ; b,b' ; c,c' auraient correspondu des droites paral- 
lèles deux à deux et formant par conséquent deux triangles 
liomothétiques, de sorte que les droites joignant les sommets 
correspondants de ces deux derniers triangles auraient été concou- 
rantes : d'où, en revenant à la figure primitive, la conclusion 
demandée. 

Plus généralement, Vangle de deux droites est égal à Vangle sous 
lequel le segment qui joint leurs pôles est vu du point 0, ou à son 
supplément. Car ces deux angles ont leurs côtés perpendiculaires 
(fig. 182). 

Transformons, par exemple, le théorème relatif aux hauteurs d'un 
triangle (liv. I, n° 53). Aux sommets a, b, c d'un triangle quelconque 
correspondront les côtés A, B, C d'un nouveau triangle. La hauteur 
abaissée du point a donnera, dans la nouvelle figure, un point situé 
sur A et, d'autre part, sur un rayon issu du point et perpendicu- 
laire à celui qui aboutit au sommet correspondant du nouveau 
triangle. Jr 
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Les trois hauteurs du triangle abc se coupant en un même point, 
nous avons (*) la proposition suivante : 

Si^ par un point quelconque situé dans le plan d'un triangle, on 
mène des droites perpendiculaires à celles qui joignent ce point aux 
trois sommets, ces droites coupent les côtés correspondants en trois 
points en ligne droite, 

210. Le rapport anharmonique de quatre droites D,, D^, Dj, D^, 
concourantes en un point a, est égal à celui de leurs pôles rf,, rf^, d^, d^. 
Car les deux faisceaux lOrfp Orf,, Orfg, Orf^j et (D,, D,, Dj, DJ sont 
égaux : ils se déduisent Tun de lautre en transportant le premier 
parallèlement à lui-même de en a, puis le faisant tourner d'un 
angle droit autour de ce dernier point. Ils ont donc même rapport 
anharmonique. 

En particulier, ce théorème permet de transformer le rapport des 
distances du point rf, aux points rfp rf,. Il suffit, en effet, de supposer 
que le point d^ soit à i'inlîni. La droite D^ passe alors par le 

point ; donc le rapport -pj- est égal au rapport anharmonique 
des droites D^, D„ D,, aO. 

211. Théorème. — Si, par le point a pris dans le plan d'un cercle^ 

on mène à ce cercle deux sé- 
cantes aMy,aWK (figAM) 
et quon joigne deux à deux 
les points d'intersection M, 
N, M', N' ^e ces sécajitesacec 
le cercle, les droites de jonc- 
tion se coupent en deux 
points H, K, dont le lieu géo- 
métrique, lorsque les sé- 
cantes tournent autour du 
point a, est la polaire de 
ce point. 

Soient, en effet, H le point 
d'intersection de MM', NN'; K le point d'intersection de MN',NM'. 
La droite HK coupe les cordes MN, M'N' aux deux points P, F, 

(i) Coiiinie dans les exemples précédents, la démonstration n*cst pas complète si l'on no 
remnrquo que l'on peut, en choisissant convenablement a, h, c, dunncr au point et aux 
droites A, Û, C des situations absolument quelconques. 
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conjugués harmoniques de a par rapport à ces cordes (202). Elle est 
donc la polaire du point a. 

Ce théorème donne un moyen simple de construire la polaire 
d'un point par rapport à un cercle. Si le point est extérieur, il 
permet, par conséquent, de mener les tangentes issues de ce point, 
à Taide de la règle seule. 

Si les deux sécantes se confondent, le lieu précédent devient 
celui du point de concours des tangentes menées aux extrémités de 
la corde MN. Mais ce lieu nous était déjà connu (205), le point en 
question n'étant autre que le pôle de MN. 

212. Théorème. — A, B, C, D étant quatre points d'un cercle, le 
rapport anharmonique du faisceau obtenu en joignant ces points d un 
point quelconque M de ce cercle est indt^pendant de la position du 
point M sur la courbe. 

Si, en effet, M et M' sont deux points du cercle, les deux 
faisceaux (MA, MB, MC, MD), (M'A, M'B, M'C, WD) sont égaux, les 
droites qui les composent pouvant toujours être considérées (82) 
comme formant entre elles les mêmes angles avec les mômes sens 
de rotation. 

Remarque. — Rien n'empêche de prendre pour le point M Tun 
des points donnés, A par exemple. La droite MA serait alors 
remplacée par la tangente en A, et le raisonnement précédent 
subsisterait. 

Le rapport anharmonique constant dont nous venons de parler 
est dit rapport anharmonique des quatre points A, B, C, D sur le 
cercle. Lorsqu'il est égal à — 1, les quatre points sont dits former 
sur le cercle une division harmonique. 

Corollaire. — Quatre tangentes fixes d'un cercle déterminent sur 
une tangente mobile un rapport anharmonique constant. 

Car la figure formée par les quatre points d'intersection des 
tangentes fixes avec la tangente mobile a pour polaire réciproque, 
par rapport au cercle donné, le faisceau (MA, MB, MC, MD) du 
théorème précédent. 

On nomme rapport anharmonique de quatre tangentes n un cercle 
le rapport anharmonique que ces tangentes interceptent sur une 
tangente mobile quelconque. Il résulte de notre raisonnement que ^ 

(iKOMÊTBIB. 1 * ^F 
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\e rapport anharmonique de quatre tangentes est égal à celui de leurs 
points de contact. 

213. Théorème. — Deux cordes conjuguées par rapport à un cercle 

divisent harmoniquempnt ce cercle. 

Soient les deux cordes AB, CD {fig. 185) 
telles que CD passe par le pôle P de AB. Les 
droites AP, AB, AC, AD forment un faisceau 
harmonique, puisqu'elles divisent harmo- 
niquement la sécante PCD. Or, le rapport 
anharmonique de ce faisceau est celui des 
points A, B, C, D sur le cercle, puisque la 
droite AP est la tangente en A. 

Fio. 185. 

Corollaire. — L^s quatre tangentes menées 
au cercle par deux points conjugués divisent harmoniquement une 
tangente quelconque. 

EXERCICES 

237. Deux points A, B sont conjugués par rapport à un cercle de centre O. 
Montrer : 

!• Que les cercles décrits avec A, U comme centres respectifs et coupant ortho- 
gonalenient le cercle sont orthogonaux entre eux ; 

2* Que le cercle décrit sur AB comme diamètre coupe orthogonalement le 
cercle O. 

Quelle est la relation qui existe entre les trois côtés du triangle OAB et le rayon B 
du cercle? 

238. Déduire de Texercice précédent {2*) le lieu des points tels que leurs polaires 
par rapport à trois cercles donnés soient trois droites concourantes, et le lieu du 
point de concours. 

239. Si, par les sommets d'un quadrilatère inscrit à un cercle, on mène les 
tangentes à la courbe, de manière à former un quadrilatère circonscrit : 

!• Les diagonales des deux quadrilatères passent par un même point et forment 
un faisceau harmonique; 

2* Les troisièmes diagonales des deux quadrilatères sont situées sur une même 
droite et se divisent harmoniquement. 

240. Par deux points d'une droite D, on mène les tangentes à un cercle. On 
forme ainsi un quadrilatère dont une diagonale est la droite D elle-même. Montrer 
que les deux autres diagonales passent par le pôle de D. 

24L On considère deux circonférences 0, 0' et leurs points limites (ex. 152) P, Q : 

1* La polaire d'un point limite est la même dans Tune ou l'autre circonférence. 
Elle passe par l'autre point limite; 
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2* Il n*y a pas d'autre point (à ilistance finie) qui ait même polaire dans le<^ deux 
cercles ; 

3* La perpendiculaire abaissée sur la ligne des centres par le point d'intersection 
d'une tangente commune intérieure et d'une tangente commune extérieure passe 
par un des points P, Q (on montrera que cette droite a même pôle par rapport aux 
deux cercles) ; 

4» La droite qui joint les points de contact, avec Tune des circonférences, 
d'une tnngente commune extérieure et d'une tangente commune intérieure passe 
également par l'un des points P, Q. 



CHAPITRE V 



FIGURES INVERSES 



214. On nomme inverse (ou transformé par rayons vecteurs 
réciproques) d'un point M, le pôle d'inversion étant le point 
[fig. 186-187) et \q, puissance d'inversion la quantité k, le point M' de 
la droite OM tel que : 

OM-OM' = k. 

Bien entendu, le segment (*) OM' devra être porté dans le sensOM 
{fig, 186) ou dans le 
sens opposé {fig. 187), 
suivant que k est posi- 
tif ou négatif. 

On voit immédiate- 
ment que : . 

1° Tout point a un 
inverse, sauf le pôle, 
dont rinverse est rejeté 
à l'infini. Fio. 186-187. 

•2° Si le point M' est 
inverse du point M, réciproquement celui-ci est inverse du premier. 

On nomme figure inverse d'une figure F la figure F', formée par 
les inverses des différents points de F. 

(I) Les sogmcDts OM, OM' sont dits rayant vecteurs des poiuis M, II'. 
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215. Théorème. — Deux figures inverses d'une même troisième F 
par rapport au même pôle sont homothéliques tune de l'autre. 

Soient, en effet, M un point de F ; M', M', les points qui lui 
correspondent dans les deux inversions de pôle commun et de 
puissances respectives k, h\. Les égalités 



donnent par division : 



OM-OM' — A 
OM-OM', — A, 




OM', A, 
OM' ~ A * 


C. Q. F. D 



On voit que le choix de la puissance dMnversion est sans influence 
sur la forme des figures obtenues. Cette forme ne change que par 
le changement du pôle d*in version. 

216. Lorsque la puissance d'inversion k est positive, on peut, du 

pôle comme centre avec v'^ comme rayon, décrire un cercle {fig.iSQ). 
Ce cercle, qui suffit évidemment à définir la transformation, a reçu 
le nom de cercle d'inversion. Il est le lieu des points qui coïncident 
avec leurs inverses. 

Deux points inverses sont conjugués pur rapport au cercle 
d'inversion. 

l'out cercle passant par deux points inverses coupe à angle droit le 
cei'cle d'inversion (135). — Réciproijuement^ si deux points M, M' sont 
tels^ que toute circonférence passant par ces deux points coupe à angle 
droit un cercle donnée ils sont inverses par rapport à ce dernier (135-137) . 

Lorsque deux points sont symétriques par rapport à une droite, 
tout cercle qui passe par ces deux points coupe la droite à angle 
droit, puisque celle-ci en est un diamètre. Nous sommes donc 
conduits à considérer la symétrie par rapport à une droite comme 
un cas limite de iinversion, le cercle d'inversion étant une droite et, 
par conséquent, le pôle rejeté à l'infini. 

217. Veux points quelconques A, B (fig. i88j et leurs inverses 
A', B' sont toujours sur une même circonférence (131 bis). 

(!) Inversement, la symétrie par rapport à une droite s'appelle aussi r»} flexion par rapport A 
cette droite; et, par extension, l'inversion par rapport à un cercle se nomme souvent aussi 
réflexion, le point inverse d'un point M étant son image par rapport au cercle. 
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II en résulte (82) que rang le que fait AB^ avec le rayon vecteur 
OXM est égal, mais de sens contraire ^ à l'angle que fait A'B' avec 
le rayon vecteur OBB'. 

Celle remarque permet de trouver la direction A'B', connaissant 
celles de AB et des rayons vecteurs. 

218. Problème. — Connaissant la distance de deux points A, B 
et leurs rayons vecteurs, trouver la distance 
dos points A', B', inverses des premiers. 

Les triangles semblables OAB, OA'B' 

{fig. 188) donnent — = — • 

En tirant A'B' de cette relation et rempla- 
çant OA' par r^, il vient 

A'B' = BA. 



OA.OB* 




Remarque. — Le raisonnement précédent 
cesse de s'appliquer si les points A, B sont en ligne droite avec le 
pôle. Mais le résultat subsiste, et est môme vrai en grandeur et en 
signe (un sens positif ayant été pris sur le 
rayon vecteur commun). C'est ce qui se voit o 

en remplaçant respectivement A'B' et BA par 

OB' — 0A'=: A_^ et OA — OB. 

Ou OA 

219. Théorème. — Les tangentes aux 
points correspondants de deux lignes inverses ^^.. 
font des angles égaux, mais de sens contraires 
avec le rayon vecteur commun des points de 
contact. 

Soient A {fig. 189) un point d'une courbe 
C; .V, le point correspondant de la courbe 
inverse C. Soient M un point de C, voisin ^'*— 
du point A, M' son inverse. Menons à la f,g. i89. 

circonférence qui passe par les points 

A, A', M, M' (217) les tangentes Ao?, A'ar'. Lorsque le point M se 
rapprochera indéfiniment de A (et, par conséquent, le point M' de A') M 
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les angles AA'M, A'AM' tendront vers zéro, et il en sera de même de 

leurs égaux MAj:, M'AV . Si donc la droite AM tend vers une position 
limite AT, Ax tendra vers la même position limite. Dès lors, la 
droite AV aura une position limite AT, faisant avec le rayon 
vecteur OAA' le même angle que AT, mais en sens contraire ; et, 

puisque langle M'A'ar' tend vers zéro, A'M' tendra aussi vers AT'. 

c. Q. F. D. 

Corollaire. — Les tangentes aux points correspondants de deux 
courbes inverses sont symétriques par rapport à la perpendiculaire au 
milieu de la droite qui joint les points de contact. 

Remarque. — Ce qui précède reste évidemment vrai, si Tinversion 
devient une symétrie par rapport à une droite. 

Théorème. — Deux courbes se coupent sous le même angle que 
leurs inverses (ou leurs symétriques), au sens de rotation près. 

En effet, Tanglc formé par les tangentes à deux courbes, en 
un point commun A, et Tangle formé par les courbes inverses, 
au point correspondant A', sont symétriques par rapport à la 
perpendiculaire au milieu de AA'. 

Corollaire. — Si deux courbes se touchent, il en est de même de 
leurs inverses. 

220. Inverse d'une droite. 

Théorème. — La figure inverse d'une droite est une circonférence 

passant par le pôle d'inversion. 



"■^"^ " Soit xij (fig. 190) la droite donnée 

\ dont nous cherchons la figure in- 
\ verse, étant le pùle d'inversion. 
Prenons un point déterminé quel- 
\ j conque A, dont l'inverse est A'. 
\ / Soient maintenant M un point quel- 
'"-^ij^r conque de xg, M' son inverse. L'angle 

"• de M'A' avec OM' est égal et de sens 

Fig. 100. Contraire à l'angle de AM avec OA. 

il est donc constant lorsque le point M 
varie sur la droite, et le lieu du point M' est une circonférence 
►ar les points et A. c. Q. F. d. 



jth: 
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En particulier, nous pouvons prendre pour le point A le point H, 

projection de sur xy, et dont Tinverse est H'. L'angle OM'H' est 
alors droit, et nous voyons que la circonférence inverse a sa tangente 

en parallèle à la droite donnée et son diamètre égal à -, où 



k est la puissance d'inversion, et o la distance OH du pùle ài la droite. 

Remarque. — L'énoncé précédent suppose que la droite ne passe 
pas par le pôle : dans le cas contraire, elle serait sa propre inverse. 

Corollaire. — La figure inverse d'une circonférence passant par le 
pôle est une droite, à savoir la perpendiculaire élevée au diamètre 
du pùle, par le point inverse de celui qui est diamétralement opposé 
au pôle. 

221. Inverse d'une circonférence quelconque. 

Théorème. — Vinverse d'une circonférence qui ne passe pas par 
le pôle ^ est une circonférence. 

Si, d abord, la puissance dMnversion k est égale à la puissance p 
du pôle par rapport à la circonférence donnée, celle-ci est sa propre 
inverse, les points d'intersection avec une sécante quelconque issue 
du pôle étant évidemment inverses deux à deux. 

Donc, si la puissance d'inversion k est quelconque (fig. 191), la 

figure inverse sera une circonférence homothélique de la première 

k 
(215) avec le pôle pour centre de similitude et - pour rapport de 

P 
similitude. 

222. Réciproquement, deux circonférences quelconques C, C 
(fig. 191) peuvent être considérées comme inverses l'une de l'autre; 
et cela de deux manières différentes, puisqu'elles peuvent être 
considérées comme homothétîques de deux manières différentes. 
Le pôle d'inversion est alors un centre de similitude et la puissance 
d'inversion égale à la puissance de ce pôle par rapport à la premii 
circonférence, multipliée par le rapport de similitude. 

Ces deux inversions sont d'ailleurs les seules qui ti 
l'une dans l'autre les deux circonférences données. Car 
inverses par rapport à un certain pôle S, comme Tune 
propre inverse par rapport à ce pôle, elles sont homi 
rapport à ce point. ^^ ^ 
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223. D'après le raisonnement précédent, si une sécante issue du 
centre de similitude S coupe la circonférence C en M, N et la cir- 
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conférence G en M',N', de sorte que M' soit l'homologue de M et N' 
rhomologue de N dans les deux circonférences considérées comme 
figures homothétiques, les points inverses seront M,iN' d'une part; 
M',N de Tautre. 

Ces points ont également reçu le nom de points nutihomolo(jues. 

Les seuls points à la fois homologues et antihomologues sont les 
points de contact des tangentes communes issues de S. 

Les points communs aux deux circonférences, s'il en existe, sont 
leurs propres antihomologues. 

La corde antihomologue d'une corde de la première circonférence 
est la corde de la seconde circonférence qui joint les points 
respectivement antihomologues des deux premiers. 

224. Deux couples de points antihomologues sont sur une même 
circonférence (217) et par conséquent deux cordes antihomologues se 
coupent sur Vaxe radical (139). 

Déplus, deux cordes antihomologues coupent les polaires du centre 
de similitude^ par rapport à leurs circonférences respectives, en deux 
points homologues. Car la corde MQ, antihomologue de KP' [fig. 191), 
est homologue de la corde NP, laquelle coupe MQ en un point I 
situé sur la polaire de S par rapport au cercle C (211) et dont l'homo- 
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logue r est l'intersection de N'P' avec la polaire de S par rapport 
au cercle G. 

Cette double propriété permet de construire la corde antihomo- 
logue d'une corde donnée sans faire intervenir les extrémités de 
ces cordes. 

Elle s'applique, bien entendu, aux tangentes en des points anti- 
homologues, qui sont un cas limite des cordes précédentes. 

225. Si les deux circonférences sont égales, le centre de similitude 
externe élant rejeté à Tinfîni, Thomothétie correspondante se réduit 
à une translation et l'inversion correspondante à une symétrie ; les 
propriétés des points antihomologues sont d*ailleurs les mêmes que 
dans le cas général. 

226. Une droite et une circonférence peuvent également être regar- 
dées comme deux figures inverses, et cela de deux façons différentes, — 
Les pôles d'inversion seront (220) le? extrémités du diamètre 
perpendiculaire à la droite. La théorie des points antihomo- 
logues conduit donc à considérer ces points comme les centres do 
similitude de la circonférence et de la droite. 

De deux cordes antihomologues, l'une est la droite donnée el,par 
conséquent, dn peut encore dire que ces deux cordes se coupent sur 
l'axe radical, si l'on admet la convention du n® 158 (Constr. 12, 
Remarque), 

Enfin deux droites sont symétriques l'une de l'autre de deux 
manières différentes, les axes de symétrie étant les bissectrices 
des angles formés par ces droites. Les cordes antiliomologues 
sont alors les droites elles-mêmes et concourent en un point lixc, 
sommet commun des angles en question. 

227. Dans deux circonférences inverses l'une de l'autre, tout cercle S 
qui passe par deux points antihomologues est son propre inverse, 
puisque la puissance du pôle d'inversion par rapport à ce cercle est 
égale à la puissance d'inversion. Ce cercle coupe donc les deux cercles 
donnés sous le même angle; et, s'il est tangent à Cun, il l'est aussi à 
l'autre. 

Inversement, tout cercle S, qui coupe deux circonférences C, C 
(fig. 192) sous le même angle, les coupe en quatre points antihomologuei 
deux à deux dans l'une des deux inversions qui irons fotnne 
circonférences l'une dans l'autre. 
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Soient, en effet A,B ; A\B' les quatre points d*intersection, choisis 

de telle façon que les angles égaux (par hypothèse) que font les 

. cercles C,S en A d'une part, C et 2 en A' d'autre part soient de sens 

contraire; et de même pour B, B'. Si S est le point d'intersection 
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de AA', BB', et k la puissance de ce point par rapport au cercle S, 
l'inversion de pôle S et de puissance k ne change pas S; elle change 
A en A', B en B'; elle change donc le cercle C en un cercle qui 
passe par les points A' et B' et touche en A' le cercle C (d'après 
rhypolhèse et le n*'219), c'est-à-dire qui coïncide avec C (90). 

Cette ronrlusion subsiste lorsque le cercle lH est tainjetit à C et à C . 
Il suffit, pour le voir, de répéter le raisonnement qui précède en 
prenant pour S l'intersection de AA'et de BB\ x\et A' étant les points 
de contact, B et B' les seconds points de rencontre de C,C' respec- 
tivement avec un cercle quelconque passant par A, A' (fig. 192). 

Dans ce dernier cas, d'ailleurs, la proposition . précédente 
résulte du théorème du n*' 144; car les points de contact sont des 
centres de similitude, l'un pour ^ et C, l'autre pourU et C. Ils sont 
donc en ligne droite avec un rentre de similitude S de C, C. Nous 
voyons même que le centre de similitude S est externe, si les contacts 
sont de même espèce (*); interne^ dans le cas contraire. 

Bien entendu, les raisonnements donnés ci-dessus subsistent 
quand un des cercles C, C, ou tous deux, ou le cercle S, sont 
remplacés par des droites. 

(1) C'cst-à-(liro tous deux extérieurs ou tous deux intérieurs. 
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227 ffis. Si le cercle S coupait les circonférences C, C à angle 
droit, on pourrait associer arbitrairement les points d'intersection 
pour les considérer comme antihomologues. Car deux angles droits 
peuvent toujours (en remplaçant, au besoin, un des côtés de Tun 
d'eux par son prolongement) être considérés comme égaux et de 
sens contraires. Donc, un cercle qui coupe les cercles C, C à angle 
dioitse correspond à lui-môme, tant dans Tune que dans Tautre des 
deux inversions qui permettent de passer de C à C 

228. Si Tinversion qui a S pour pôle et qui change Tun dans 
l'autre les cercles C et C a un cercle d'inversion, ce cercle d'inver- 
sion r coupe à angle droit le cercle S, puisque la puissance du point 
S par rapport à S est égale à la puissance d'inversion. 

Cette propriété correspond à la propriété des bissectrices des 
angles de deux droites. Celles-ci, en effet, forment le lieu des centres 
des cercles tangents aux deux droites : ce qui revient à dire que l'un 
quelconque de ces cercles coupe l'une ou l'autre des bissectrices à 
angle droit. Ici nous voyons que tout cercle S tangent àCet à C ou, 
plus généralement, tout cercle 2 qui coupe C et C sous le même 
angle, coupe orthogonalement le cercle F, ou le cercle analogue 
ayant pour centre l'autre centre de similitude (si ces cercles 
existenti. 

Le cercle T existe toujours si les cercles C,C' se coupent : il passe 
alors par les points d'intersection. 

D'une façon générale, lorsqu'il existe, il a, avec C et C, même 
axe radical, puisque ces trois cercles admettent (n® précédent) 
la même série de cercles orthogonaux. 

EXERCICES 

242. Quand deux points sont inverses par rapport à un cercle, leurs distances à 
un point qucicon({ue de ce cercle sont dans un rapport constant. 

243. Moïitrer que l'exercice 68, dans le cas où la circonférence donnée en cet 
endroit coupe la droite en un point I, peut se ramener à l'exercice 65 par une 
inversion de pôle I. 

214. Par un point A commun à deux circonférences, on mène deux sécantes AMM', 
ANN' qui coupent la première circonférence en M, N, la seconde en M', N'. Les 
circonférences AMN', AN.M' se coupent en A et en un second point dont on demande 
le lieu lorsque les deux sécantes prennent, indépendamment Tune de l'autre, toutes 
les positions possibles autour du point A. 
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245. Les inverses de circonférences qui ont même axe radical sont des circonfé- 
rences ayant également même axe radical. 

246. Transformer par inversion la définition de la circonférence (n* 56;. 
On retrouve ainsi le théorème du n* 116. 

247. On prend l'inverse d'une circonférence donnée, par rapport à un pôle 
d'inversioîi donné. Trouver le point dont l'inverse est le centre de la circonférence 
transformée. 

248. Transformer deux circonférences données (sans point commun) en deux 
circonférences concentriques par une même inversion. 

249. Étant donnes trois points en liprne droite, trouver sur la même droite un 
quatrième point tel que, dans une inversion par rapi>ort à ce point, les transformés 
dos trois points donnés divisent la droite en deux parties égales. 

250. Deux figures sont transformées l'une de l'autre par une inversion S. On les 
soumet toutes deux à une même inversion T. Montrer que les nouvelles figures ainsi 
obtenues sont aussi deux figures inverses, et trouver le nouveau pôle d'inversion. 
Examiner en particulier le cas où la puissance de l'inversion S est positive. (Le 
nouveau cercle d'inversion est alors le transformé de celui de S par l'inversion T.) 

^1. A une figui^ donnée A, on applique une inversion S qui la transforme en 
une figure B, puis à celle-ci une inversion S' qui la transforme en une figure A'. 
.Montrer, en se bornant au cas où les puissances de S et de S' sont positives : 

1* Que Ion peut, par une inversion convenablement choisie T, transformer les 
figures A, A', soit en deux figures homothétiques, soit en deux figures égales; les 
deux possibilités s'excluant mutuellement (*) ; 

2» Que Ton peut trouver, d'une infinité de manières, un couple d'inversions S|, S'i, 
équivalent au couple de S,S': c'est-à-dire tel que les inversions Si,S'i, effectuées 
l'une après l'autre sur la figure A (comme l'ont été S, S'), conduisent à la même 
figure finale A'. En particulier, on peut toujours remplacer les deux inversions 
données par une inversion précédée ou suivie d'une symétrie, sauf dans un cas 
(celui où les figures A et A' sont semblables); 

3« Quand les figures transformées de A, A', par l'inversion T définie en 1% dérivent- 
elles Tune de l'autre par une translation ? 

4* Qu'arrive-t-il lorsqu'on effectue plusieurs fois de suite les opérations succes- 
sives S, S' (c*e«t-à dire lorsqu'on transforme A' par S en une figure B', celle-ci par S' 
en A" ; celle-ci par S en B", dont la transformée par S' est A"', etc.) ? Peut-il arriver 
qu'on retrouve finalement la figure primitive A ? 

252. On effectue successivement (comme dans l'exercice précédent) des inversions 
quelconques S, S, S", etc. Montrer (on se bornant au cas où les puissances d'in- 
version sont positives) que celte suite d'opérations peut être remplacée par une seule 
inversion précédée ou suivie d'une, deux ou trois symétries, A moins que la figure 
initiale et la figure finale ne soient semblables (ex. précédent, 2* et ex. 94). 

253. Les inversions S, S', S''... (ex. précédent) étant supposées en nombre impair, 
trouver un point qui revienne à sa position primitive par ces opérations effectuées 
successivement. 

(1) Sauf dans lo cas auquel il est fait allusion en 3« et qui peut être considéré coinino un cas 
limite commun, puisque la trauslation est une limite do l'homolbétie. 
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2j3 bis. Inscrire dans un cercle une polygone dont les côtés passent respecti- 
vement par des points donnés ou soient parallèles à des droites données 
(ex. précédent). 

254. Sur une tangente fixe à un cercle, à partir de son point de contact T, ou 
porte deux segments TM,TN variables, mais dont le produit est constant. Soit T' le 
point du cercle donné diamétralemement opposé à T : 

1* Montrer que, si l'on joint entre eux les points d'intersection des droites T'M,T'N 
avec le cercle donné, la droite ainsi obtenue passe par un point fixe; 

3* iMêmc problème pour la droite qui joint entre eux les points de contact des 
secondes tangentes menées au cercle par les points M,N (se ramène au précédent). 

3** Lieu du point d'intersection de ces secondes tangentes. 

35Ô. D'un point 0, pris dans le plan d'un cercle, on mène une sécante variable qui 
coupe le cercle en M,N. Les circonférences qui ont pour diamètres respectifs OM, ON 
coupent à nouveau le cercle donné en M',N'. Trouver le lieu décrit par le point 
d'intersection des droites MN, M'N' loi*sque la sécante tourne autour du point 0. 

256. Lorsqu'une circonférence variable coupe sous des angles constants deux 
cercles fixes, elle coupe aussi sous un angle constant tout cercle fixe ayant même axe 
radical avec les deux premiers. 

257. Sur deux segments donnés AB, CD d'une même droite, on décrit des 

segments de cercle capables du même angle V. Trouver, lor$r]ue l'angle V varie : 
1* le lieu du milieu de la corde commune aux circonférences dont font partie 
les segments; 2* le lieu de leurs points d'intersection; autrement dit, le lieu des 
points d'où l'on voit les segments de droite AB, CD sous des angles égaux ou 
supplémentaires. 



CHAPITRE Yl 

PROBLÈMES DES CERCLES TANGENTS 

229. Problème. — Tracer un cercle passant par deux points donwis 
et tangent à une droite ou à une circonférence donnée. 

Nous avons déjà résolu ce problème (159). Mais Tinversion nous 
permet de donner une autre solution. Si nous transformons, en effet, 
la figure par rayons vecteurs réciproques en prenant pour pùle l'un 
des points donnés, le cercle cherché se transforme en une droite qui 
doit passer par un point connu et être tangente à un cercle connu 
(les inverses du second point et du cercle donnés). 
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230. Problème. — Tracer un cercle qui passe jmr un point donné 
et touche deux droites {ou circonférences) données. 

Première méthode, — Le cercle cherché se correspond à lui-même 
dans une des deux inversions (ou symétries) qui transforment Tune 
dans l'autre les lignes données. On en connaît donc, outre le point 
donné, un second point, à savoir le transformé du premier par 
l'inversion ou symétrie en question, et Ton est ramené au problème 
précédent. 11 pourra y avoir quatre solutions, puisque le problème 
précédent en a deux. 

Deuxième méthode. — Prenons la figure inverse de la figure consi- 
dérée, le pôle étant le point donné. Nous sommes ramenés au 
problème de la tangente commune à deux circonférences. 

231. Problème. — Tracer un cercle tangent à trois cercles donnés. 

Ce problème se ramène au précédeni. 

Soient, en eiïet, C, C',C" [fig. 193, les cercles donnés, de rayons 
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r, r\ r" et un cercle de rayon R qui, pour fixer les idées, les touche 
tous trois extérieurement. Un cercle de centre et de rayon R + r" 
passera par le centre du cercle C" et touchera les cercles concen* 
triques à C, C et ayant pour rayons les différences entre les rayons 
r, / respectivement et le rayon r'\ 
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On traiterait d'une façon tout analogue le cas où les contacts 
ne seraient pas tous extérieurs, certaines différences devenant 
simplement des sommes et inversement. 

232. Nous allons résoudre le môme problème par une méthode 
toute différente (solution de Gergnnne), 

Soient A, B, C les cercles donnés. Cherchons d'abord un cercle S 
[fig, 194) ayantavec les cercles donnés des contacts de même espèce, 
aux points a^b,c. 

S'il existe un tel cercle, il en existe nécessairement un second 2'. 
En effet, le centre radical I des trois cercles donnés a môme puis- 
sance par rapport à ces trois cercles : en prenant cette puissance 
pour puissance d'inversion et le point I pour pôle, l'inversion ne 
changera pas les cercles donnés et transformera le cercle S en un 
cercle S' louchant A, B,C en des points a\b\c\ inverses de a,b,c. 
Les contacts seront d'ailleurs. de môme espèce, à savoir la môme 
que pnur S ou la contraire, suivant que I est pour les cercles S, S' 
un centre de similitude externe ou interne. 

Nous allons démontrer que Taxe radical xy, des deux cercles 
cherchés n'est autre que l'axe de similitude direct (145) des trois 
cercles donnés. Pour cela, joignons a6, a'b' qui se coupent en S. Le 
point S est sur l'axe radical des cercles S, 2', puisque les points aa\ 
bb' sont inverses deux à deux par rapport au point L Or ce point S 
est le centre de similitude externe des cercles donnés A, B (227). On 
verrait de même que l'axe radical xy passe par les deux autres 
centres de similitude externe des cercles donnés. 

Cela posé, menons les tangentes communes aux points de contact 
a, a' de A avec S, 2'. Le point a où se coupent ces tangentes est 
sur xy, puisque les points a, a' sont inverses l'un de l'autre par 
rapport au point L Or, ce point a est le pôle de aa! par rapport au 
cercle A. 

Donc la corde aa' passe par le pôle p de taxe de similitude direct 
xy par rapport au cercle A. 

Nous sommes donc conduits k la construction suivante : 

Déto^Yiiinez le centre radical I et l'axe de similitude direct xy des 
cercles donnés. Joignez le point I aux pôles />, y, r dexy par rapport 
n ces cercles. Les droites ainsi obtenues coupent respectivement les 
cercles correspondants aux points cherchés a^a' ; b^b' ; CjC\ 
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233. Il nous reslc à montrer que cette construction donnera 
efTeclivement des cercles satisfaisant aux conditions demandées. 

Pour cola, nous allons faire voir que les points a,b,c,a\b\c\ 
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obtenus comme nous venons de le dire, sont anlihomologues deux 
à deux dans les cercles donnés. 

Cherchons, en elTet, l'anlihomologue, dans le cercle B, de la 
corde an' du cercle A. Cette corde est déterminée (224) par la double 
condition que : 1° les deux cordes se coupent sur Taxe radical des 
cercles A, H; 2'' les points où elles rencontrent les polaires de S 
par rapport à leurs cercles respectifs soient homologues. Or: 1° le 
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point I, intersection de aa\ bb\ appartient bien à Taxe radical 

de A et de B ; 2*^ les points p^ 7, pôles de xy par rapport à AB, sont 

sur les polaires de S par rapport à ces cercles ; et ces points sont 

homologues, car, dans l'homothétie qui a pour centre S et qui 

permet de passer du cercle A au cercle B, la droite xy se correspond 

à elle-même, et par conséquent ses pôles se correspondent. La corde 

anlihomologue de aa! est donc bb' , De môme, les cordes cc\ aa' 

sont antihomologues dans les cercles C, A et les cordes cc\bb' 

dans les cercles C, B. 

Nous désignerons par b, c les deux antihomologues de a (sans 

qu'il soit encore prouvé que ces points soient antihomologues 

entre eux) ; ^', c' sont alors les antihomologues de a'. Par les 

points a, b, c faisons passer un cercle S et par les points a\ b\ c', 

un cercle S'. 

Ces deux cercles sont inverses l'un de l'autre par rapport au point I, 

puisque les points a, a'; 6,6'; c,c' sont deux à deux inverses par 

rapporta ce point : le cercle inverse de abc ne peut donc être que 

le cercle a'b'c'. 

Laxe radical de ces cercles est xy. Car cet axe radical doit passer, 
d'une part par l'intersection de ab^ a'b' ; d'autre part par celle 
de ac^ a'c\ 

Soit alors a, le point d'intersection des tangentes en a, a' à la 
circonférence A. Ce point est sur ary, puisque aa' passe par le 
point p\ il est aussi sur la perpendiculaire au milieu de aa! , 

Mais le point a, où se coupent les tangentes menées en a, a' aux 
cercles S, S' respectivement, est aussi sur a??/, puisque cette droite 
est Taxe radical de S, 2' ; il est, par suite, aussi sur la perpendi- 
culaire au milieu de aa\ puisque les tangentes a, a, aj a', menées 
respectivement aux cercles S, S', sont égales. 

Donc les points a, a, coïncident et les cercles S, S' touchent 
A en a, a'. Ils touchent donc également B et C en 6, b' ; c, c' (227). 

234. Nous avons cherché un cercle S ayant avec A,B,C des 
contacts de même espèce. On trouverait les cercles qui ont 
avec A,B, C des contacts d'espèces différentes en substituant, dans 
les considérations qui précèdent, les axes de similitude inverses à 
l'axe direct. 

Comme il y aqualre axes de similitude, le problème des cercles tan- 
gents peut avoir huit solutions. Mais tout ou partie de ces solutions 
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CHAPITRE Vil 

PROPRIÉTÉS DU QUADRILATÈRE INSCRIT 

237. Théorème de Ptolémée. — Le produit des diagonales d'un 

quadrilatère inscrit au cercle est 
égal à la somme des produits des 
côtés opposés. 




fi... 
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Soit le quadrilatère ABCD {fig. 195) 
inscrit dans un cercle. Transfor- 
mons par inversion, en prenant 
pour pôle le point A. Le cercle 
ABCD se transformera en une 
droite qui passera par les points 
B',C',D\ inverses de B, C, D. Si C 
est le sommet du quadrilatère 
donné opposé à A, les points B, D 
seront de côtés différents de AC et, par suite, aussi les points 
B', D' : le point C sera donc entre B' et D' et Ton aura (en valeur 
absolue) 

B'D'= B'C'+ CD'. 
Mais on a (218), si k est la puissance d'inversion : 

B'D'=DB.-rT^, B'C' = CB.TiA^, C'D=:DC. ^ 



AB-AD 



AB-AC 



AOAD 



En substituant ces valeurs, multipliant par AB*AGAD et divisant 
par A*, il vient bien : 

AGBD = AD-BC + AB-CD. 



c. Q. F. D. 
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237 bu. La propriété précédente est caractéristique du quadri- 
latère inscriptible. C'est ce qui résulte du théorème suivant : 

Théorème. — Dan% un quadrilatère uon inscriptible, le produit 
des diagonales est plus petit que la somme des produits des côtés 
opposés {et plus grand que leur différence). 

Soit le quadrilatère non inscriptible ABCD (fig, 195 bis). Si nous 
répétons sur ce quadrilatère 
la construction précédente, les 
points B', C, D' ne seront plus 
en ligne droite et formeront un 
triangle. 

Or les valeurs trouvées, au 
n° précédent, pour CD, D'B', 
B'C sont proportionnelles aux 
produits DGAB, BD-AC, CB-AD. 
Donc Tun quelconque de ces 
produits est plus petit que 
la somme des deux autres. 



B,^' 




0" 
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238. La relation de Ptolémée est encore vraie et se démontre de 
la même façon lorsque les quatre points A, B, C, D, au lieu d'être 
sur un même cercle, sont en ligne droite et se suivent dans 
Tordre A, B, C, D (fig, 196). Ainsi, quand quatre points sont en ligne 



A 

— •- 



B 



C 



0- 



c 



B- 
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droite, le produit des segments qui empiètent l'un sur Vautre est égal 
à la somme des produits des segments qui n'empiètent pas. 

En tenant compte des signes, on a, quel que soit Tordre des quatre 
points, la relation : 

AB-CD + AODB + AD-BC = 0. 

C'est ce que Ton démontre en reprenant le raisonnement du 
n° 237 : les relations dont nous nous sommes servis sont, en 
effet, vraies en grandeur et signe (218, Remarque), 
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239. Problème. — 




FiG. 197. 
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Connaissant les cordes AB, AC {fig. 197) de 
deux arcs appartenant à «n cercle 
de rayon R, trouver la corde de 
rare égal à leur somme ou à leur 
différence, 

• 

C'est le problème que nous avons 
eu à résoudre au n** 174 pour 
calculer les côtés des différents 
pentédécagones réguliers. 

1° Soient les arcs AB, AC portés 
en sens contraire, de manière que 
Tare BC en soit la somme. Menons 
le diamètre AA'. Nous aurons : 



AA' = 2R; AB = \/4R« — ÀB*; A'C = V'4R* — AC'. 

Or le quadrilatère inscrit ABA'C donne 

BGAA' = AB-A'C + AGA'B, 
relation où tout est connu, à l'exception de BC, et d'où Ton tire : 



BC = 



AB v/^iH'— AC' + AC- V/4R2 



AB^ 



2R 



2° Soient les arcs AB, ACp portés dans le même sens, de manière 
que Tare BCj en soit la différence. Le quadrilatère inscrit AA'BCj 
donnera, cette fois, 



A'BACi = AB.A C, + AA'-BC^, 



d'où l'on tire 



BC,=: 



A'B-AC, — AB.A'Ci = AC^ s! 4R^ — AB* — AB v/4R^ — AC,' 



AA' 



2R 



240. Théorème. — Les diagonales d'un quadrilatère inscrit au 
cercle sont entre elles comme les sommes des produits des côtés qui 
aboutissent à leurs extrémités. 

Soit le quadrilatère inscrit ABCD {fig, 198), dont les diagonales se 
coupent en 0. 
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Les triangles OAD, OBC sont semblables (131) et donnent 
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OA 
OB 



AD 
BC 



OD 
OC 



ce qui peut s'écrire : 



OA 



OB 



AB-AD 
OC 
BC-CD 



AB-BC 
OD 
AD-CD 



de même» les triangles semblables OAB, OCD donnent 

OA AB OA __0D 

OD — """ — 



CD' ^^ AB.AD 



AD-CD 



ce qui montre que les quatre rapports 

OA OB OC OD 

AB-AD' AB-BC BC-CD' CD-DA 

sont égaux. En ajoutant terme à terme 
le premier et le troisième ainsi que le 
deuxième et le quatrième, il vient bien 

AC _ BD 

AB-AD + BGCD '" AB-BC + CD-AD* 




FiG. 198. 



240 bis. Autre démonstration. — Soient AB = rt, BC = b, CD 1= c, 
DA = d, les quatre cùtés du quadrilatère. En changeant de toutes 
les façons possibles Tordre de ces côtés, on obtient encore des 
quadrilatères inscrits au même cercle, car la somme des arcs qui 
ont pour cordes a, />, c, rf, ne cesse pas d'être égale à la circonférence 
entière. Comme il est clair qu'on peut toujours prendre pour 
premier côté a, on a les permutations 

abcdy adcbf 
acdby abdc, 
adbc^ acbd. 

Mais les deux permutations d'une même ligne horizontale donnent 
le même quadrilatère: par exemple, dans le quadrilatère ABCD 
(/?>/. 198 bis), Tordre des côtés est a, 6,c,rf si on les lit dans le sens 
de la flèche ; «, rf, r, b si on les lit en sens contraire. Il reste donc les 
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trois combinaisons a 6rd, acdb^ a rf6r, auxquelles correspondent 
les trois quadrilatères ABCD, ABEF, ABGH (pg, 198 bis). L'arc BF 






FiG. 198 hi$, 

étant égal à AC comme sommes d'arcs égaux; et de même Tare BH, 
à AE; l'arc BD, à AG : les trois quadrilatères n'ont que trois diago- 
nales distinctes : AC = BF = j, BD = AG = y, AE = BlI = z\ et 
l'application du théorème de Ptolémée aux quadrilatères ABEF, 
ABGH donne 

xz=z ad-\- bc^ ijZ =z ab-\-cd 

j. ,. j. . . V ab^-cd 

d où, par division, - = 



X ad-^bc' 



c. Q. F. 1). 



241. Problème. — Calculer les diagonales j*, y d'un quadrilatère 
inscrit dont 1rs quatre côtés sont a, 6, c, d. 



On connaît le produit 



et le rapport 



xy = ac -{- ùd 

X ad-^ bc 

y ab -(- cd' 



En multipliant ces deux égalités membre à membre, il vient 



x^ = 



[ac + bd) [ad + bc\ 
ab -\- cd 



et en divisant membre à membre les mêmes égalités 



l(^j^ ,,d) [ab + cd) 



fid -f- bc 
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Problème. — Connaissant les côtés a, 6, c, rf, d'un quadrilalèi*e in^cviplibley 
calculer le rayon du cercle circonscrit. 

Dans le triangle ABD (fig, 195 ou 198), le rayon R du cercle circonscrit 
est donné (130, 130 bis) par la formule 

"" [(a + dy - BD*] [bT3' — (a — d)^] 
Remplaçons BD par la valeur que nous venons de trouver : nous aurons 

la 1 ir 513^ ^ ^^ ~^'^^' ^""^ "^ ^'^ "" ^"^ "^ ^^^ '^^ "^ '"^ ^ 

^ ^ ad 4- 6c 

__ ad[(a + d)^ — {b — cY] _ ad {a -h d+ b — c) (a + d -\- c — b) 
~~ ad -\- bc ~~ ad 4- bc 

BD'- ia-d)^ = («<^ + db) {ab + cd) - {a - d)« (ad 4- 6c) 
^ ' ad + 6c 

_ ad [(b 4-c^)— (a — d)«] __ a d (6 + c + « — d) (6 -f c -f <i — a) 
~ ad -f 6c "" ad -[-Zc 

11 vient donc 
{ac + bd) (ab -f cd) {ad -f 6c) 

~" (64-C+ d — a)(c-f d + a --6)(d-f 6-f- « - c)(6 + a +c — d)' 

expression indépendante de Tordre des côtés, conformément aux re- 
marques faites plus haut (240 bis). En désignant par p le demi-périmètre 

(2p = a + 6 -|- c + d), nous pouvons encore écrire 

_ {ac + bd) {ab + cd) {ad + bc) 
*" - 16 (p-aj(p-6)(p-cj(p-d)- 



269. Réciproque de l'énoncé de l'exercice 99 : si, dans le plan d'un triangle équi- 
laléral ABC, on a un point M tel que MA = MB + MC, ce point appartient au cercle 
circonscrit. 

Dans le cas contraire, on aurait MA < MB + ^IC. 

270. Trouver une inversion qui transforme trois points donnés en trois autres 
formant un triangle égal à un triangle donné. 

270 bia. Si l'on recommençait la démonstration du n* 238 en partant d'un somniel 
du quadrilatère ABCD autre que A, on obtiendrait un autre triangle analogna 
à B'C'D'. 

]** Montrer que tous ces triangles sont semblables entre eux ; 

2* Calculer les angles de l'un quelconque de ces triangles, connaissant les 
que font entre eux les côtés et les diagonales du quadrilatère donné ; 

3* Montrer qu'on obtiendrait des triangles semblables aux précédents en 
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(le l'un quelconque des sommets A, B,C, D, des perpendiculaires sur les côtés du 
triangle formé par les trois autres ; ou encore, enjoignant B et D entre eux et au 
troisième sommet d'un triangle semblable à ABC, avec le même sens de rotation, et 
dans lequel le côté homologue à AC serait AD; 

4* Montrer que la forme des triangles précédents est conservée, au sens de rotation 
près, si Ton soumet les quatre points A, B, C, D à one même inversion quelconque, 
c'est-à-dire qu'en opérant sur les points transformés comme on a opéré en 1*, 2*, 
ou 'S" sur les points A, B, C, D, on obtiendra des triangles semblables aux premiers ; 

5* Réciproquement, si deux quadrilatères ABCD, A|BiC,Di sont tels, que les 
triangles déduits de chacun d'eux par les constructions précédentes soient semblables 
entre eux, il existe une inversion qui transforme les points A, B, C, D en quatre autres 
formant un quadrilatèi*e égal à AiBiCiDf. — Déterminer cette inversion. 



PROBLÈMES 

PROPOSÉS SUR LES COMPLÉMENTS DU TROISIEME LIVRE 



271. Un losange ABCD est arliculé^ c'est-à-dire qu'il est susceptible de se déformer, 
de manière que les côtés gardent des longueurs constantes, mais que les angles 
varient. Deux sommets opposés, B et D, sont assujettis à rester à des distances 
constantes et égales d'un point fixe 0. 

Montrer que si l'on fait décrire au sommet A une certaine figure, le sommet C 
décrira une figure invei*se de la première. (Losange de Peancelier.] 

271 Ois. Plus généralement, la môme conclusion subsiste si le quadrilatère articulé 
ABCD, sans être un losange, a ses côtés égaux entre eux deux à deux (AB = BC; 
AD = DC; et que l'on ait en outre ÏÏÏ? — Ôl? = ÂB^ — ÂD^ 

272. L'axe radical et le centre de similitude divisent la droite qui joint deux points 
antihomologues quelconques dans un rapport anharmonique constant. 

273. Le rapport anharmonique de quatre points d'une circonférence est égal au 
rapport anharmonique de leurs inverses sur la circonférence (ou la droite) inverse 
de la pren)ière. 

274. Le rapport anharmonique de quatre points d'un cercle s'obtient en divisant 
entre eux les produits des côtés opposés du quadrilatère formé par ces points, ou l'un 
de ces produits par le produit des diagonales. 

275. Quelles sont les inversions qui transforment deux cercles donnés en deux 
cercles égaux ? 

Transformer trois cercles donnés en trois cercles égaux, par une même inversion. 

275 Oh. Étant données trois circonférences, si Ton trace les trois cercles F (n* 228) 
relatifs à ces circonférences prises deux à doux et ayant pour centres trois centres 
de similitude situés sur un même axe, ces cercles ont même axe radical. 
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276. Quel est le lieu des pôles des inversions par lesquelles on peut transformer 
deux circonférences données en deux autres telles que la première divise la seconde 
en deux parties égales ; ou plus généralement, telle que la première intercepte sur la 
seconde un arc correspondant à un angle au centre de grandeur donnée? 

277. La ligne des centres de deux circonférences les coupe en A,B; A', B' respec- 
tivement; M étant un point du plan, les droites MA, MA' coupent respectivement les 
• irconférences correspondantes en C, C Montrer que si M se déplace sur une 
perpendiculaire à la ligne des centres, la circonférence MCC passe par deux points 
fixes. Lorsque la droite lieu du point M est l'axe radical, cette circonférence coupe 
orthogonalement les circonférences données et les deux points fixes sont les points 
limites dePoncelet. 

278. Les segments interceptés par deux circonférences sur une droite quelconque 
sont vus, d'un des points limites, sous des angles ayant même bissectrice (ou des 
bissectrices perpendiculaires). — Cas où la sécante est tangente î\ l'une des 
circonférences. 

279. Démontrer le théorème de Pascal (n* 196} en formant trois circonférences qui, 
prises deux à deux, aient pour centres de similitude les points de rencontre des côtés 
opposés de l'hexagone. (Ces circonférences passent chacune par deux sommets 

opposés. ) 

2H0. Construire les cercles tangents à trois cercles donnés, en utilisant l'exer- 
cice 253. 

281. Autour d'un point situé dans le plan d'un cercle, on fait pivoter un angle 
droit et, par les points où les côtés de cet angle rencontrent la circonférence, on 
mène des tangentes à la courbe. Lieu des sommets du quadrilatère ainsi formé. 
(Ligne inverse du lieu obtenu dans l'exercice 201.) 

282. Un quadrilatère ABCD est circonscrit à une circonférence o et inscrit à une 
circonférence 0. Soient a^b^c^d les points de contact des quatre côtés avec la 
circonférence o. 

l" Le point P où concourent à la fois (ex. 239) les diagonales des quadrilatères 
ABCD, abcd est un point limite des circonférences o, 0. (ex. 541, 2*.) 

2* Les diagonales du quadrilatère abcd sont les bissectrices des angles formés par 
celles du quadrilatère ABCD (ex. 278). 

3* La circonférence est celle que l'on obtiendrait dans l'exercice précédent 
(ex. 281), en partant du cercle o et du point P. 

4» Conclure de là qu'étant données deux circonférences, on ne peut pas, en général, 
inscrire à l'une un quadrilatère circonscrit à l'autre, il faut, pour que ce problème 
soit possible, qu'il existe une certaine relation entre la distance des centres des 
circonférences données et les deux rayons. Mais si cette relation est vérifiée, il 
existe une infinité de quadrilatères répondant à la question. 

283. Quand un triangle a un angle obtus, il existe un cercle (et un seul) par 
rapport auquel chaque sommet de ce triangle est le pôle du côté opposé. Le centre 
(le ce cercle est le point de concours des hauteurs du triangle. 

On dit que ce cercle et le triangle sont conjugués l'un à l'autre. 
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3f^4. Pvur qu'i! ^xiMr un tr«wg]*r ia^rrit dans un cerde dc4iDé et conjugué à un 
autre cerclt; i)on2i«r. il faut qce le carré du rayon du secofid cercle foit la moitié de 
la puiÂsauce de son centre f;*ar rapfKct au premier cerde. Si cette condition est 
TériGée. il existe ncn pa$ un. maif une infinité de triangles pij$sédant la double 
propriété deman«l':e. t'tiiiî^r ei. Tv. 

285. Étant donnée> trois circonférences qui <e 03upent deux à deux, on considère 
le triangle curvili^oe qui a pour cotés trois arc» empruntés respectiTement à ces 
trois circonférences et pour sommets trois |«c>iDts dlntersection de ces circonférences 
deux à deux, ce triangle étant tel qu'il ne o^ntienne sur son périmètre aucun autre 
point d'hitersection. Jlootrer que la S'i-mme des angles intérieurs de ce triangle est 
inférieure ou supérieure à deux droits, suivant qu'il existe ou non un cercle coupant 
les trois circonférences données à angle droit V- 

2!8C. La condition nécessaire et suffisante (tour qu'un quadrilatère soit inscriptible 
étant que les points B'. C . D' n* 237 . inverses de tnjis sommets B, C D par rapport au 
quatrième sommet A. soient en ligne dr»>ite. on peut dé«luire de cette dernière 
circon>tance toutes les pr>>priétés du quadrilatère inscriptilde. 

En déduire. en particulier, le théorème sur le rapport des diagonales. [Application 
du théorème de Stewart, n* 127., 

(I; VoirDot« A. D*t9t. 
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DES AIRES 



CHAPITRE PREMIER 
MESURE DES AIRES 

242. Deux polygones sont adjacents {fig. 199, 200) s'ils ont un ou 




plusieurs cAtés, ou portion de cdtés {fig. 200) ci 
en commun aucun point intérieur. 

Étant donnés deux polygones a^jaceDls P, P', 
cOlés communs, on forme ('] un troisième polygoi 



^i polygone. La portioû ds plun ombrda dflcï la rïguni, 
, comniB un polj'gone. D'*iUaun ou pant trutiv 
Di poljgonga oïdiiiairaa «djacenti, lioil ^as:lj 
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somme des deux premiers. L'intérieur de ce polygone comprend 
tout point situé à Tintérieur d'un des deux polygones primitifs, et 
seulement de tels points. 

243. Définir les aires des polygones plans, c'est faire correspondre 
à chaque polygone plan une grandeur (dite surface ou aire du 
polygone) possédant les propriétés suivantes. 

I. — Deux polygones égaux ont la même aire, quelles que soient 
leurs situations dans Vespace ; 

II. — Le polygone P", somme de deux polygones adjacents P, P', a 
pour aire la somme des aires deP et P'. 

Nous admettrons qu'on peut établir une pareille correspon- 
dance ('). 

244. Les aires peuvent être définies d'une infinité de manières 
différentes; car si, à chaque polygone plan, on a fait correspondre 
une grandeur possédant les propriétés I et II, une grandeur 
proportionnelle à la première les possédera également. 

Pour mesurer les aires, comme nous allons apprendre à le 
faire, il faut commencer par désigner un certain polygone dont 
Taire sera prise pour unité d'aire ; la mesure d'une aire quelconque 
sera alors le rapport de celte aire à l'unité. 

.\ous convenons^ ici et dans tout ce qui va suivre^ de prendre^ pour 
unité d'aire^ l'aire du carré qui a pour côté l'unité de longueur. Les 
théorèmes que nous allons énoncer supposeront cette convention, 
sans que nous ayons besoin de la formuler à propos de chacun 
d'eux. 

245. Deux polygones qui ont même aire sont dits équivalents. 
Deux polygones égaux sont donc équivalents. Bien entendu, la 
réciproque n'est pas vraie : deux polygones équivalents ne sont pas 
nécessairement égaux pour celte seule raison. Par exemple, nous 
montrerons qu'on peut construire un carré équivalent à un polygone 
donné quelconque. 

246. On nomme base d'un rectangle l'un des côtés. La longueur 
d'un cùté perpendiculaire au premier est alors dite la hauteur du 

(I) Cette supposition est, en réalité, superflue, lo lait pouvant se démontrer. (Voir la note D à 
la tin du volume.) 



MESURE DES AIRES. 



239 



rectangle. La base et la hauteur d'un rectangle en sont dites les 
deux dimensions. 

Plus généralement, on nomme base d'un parallélogramme un côté 
quelconque : la hauteur est alors la dislance de ce côté au côté 
opposé (mesurée, bien entendu, sur une perpendiculaire commune). 

De même, les hases d'un trapèze étant les côtés parallèles, la 
hauteur est la distance de ces parallèles. 

Enfin, on nomme hase d'un triangle un côté quelconque, la 
hauteur étant la perpendiculaire abaissée, sur ce côté, du sommet 
opposé. 

247. Théorème. — Les aires de deux rectangles qui ont même base 
sont entre elles comme leurs hauteurs. 
En effet : 

1° Deux rectangles qui ont même base et même hauteur sont 
égaux et, par suite, équivalents, d'après la propriété I . 

2° Si trois rectangles ABCD, A'B'C'D', A''B"C"D" {fig. 201) ont 
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même base, mais que la hauteur du troisième soit la somme des 
hauteurs des deux premiers, l'aire du troisième sera la somme des 
aires des deux premiers (propriété II). Car ce troisième pourra être 
considéré comme la somme de deux rectangles A"B''EF, G"D"EF 
égaux respectivement aux premiers. 
Dès lors on prouvera, comme au n** 113 (liv. III) ou au n° 70 ijiv. Il), 

et comme il a été expliqué en arithmétique ('), que la valeur à - 

1 
près du rapport des deux aires est égale à la valeur à - près du 

rapport des deux hauteurs : ce qui démontre le théorème. 



(I) Leçons d'Arithméliquei chap. xiii, n» 493. 
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Corollaire. — Un coté quelconque d'un rectangle pouvant être 
pris, soit comme base, soit comme hauteur, nous aurions pu dire 
des bases ce que nous avons dit des hauteurs, et réciproquement. 
En un mot, deux rectangles qui ont une dimension commune sont entre 
eux comme les dimensions non communes. 

Théorème. — Le rapport des aires de deux rectangles est égal au 
produit des rapports des dimensions homologues. 

En effet, nous venons de voir que l'aire d'un rectangle est pro- 
portionnelle à sa base et à sa hauteur, lorsque celles-ci varient 
séparément. Elle est donc proportionnelle à leur produit. 

On peut d'ailleurs répéter ici le raisonnement présenté, à cet 
égard, en arithmétique. Soient, à cet effet, A, A' les aires des deux 
rectangles donnés; a, b les dimensions de l'un, a\ h' les dimensions 
de l'autre. On considérera le rectangle qui a pour dimensions a! et 
6. Si A' est Taire de ce rectangle, on aura 

A _^ 

A"__^ 
A' ~ V 

Dans ces égalités, nous pouvons supposer que A, A', A" désignent 

non pas les aires elles-mêmes, mais les nombres qui mesurent ces 

aires relativement à une même unité : par exemple, celle que nous 

avons choisie, le carré construit sur l'unité de longueur. Dans ces 

conditions, si nous multiplions membre à membre les deux égalités 

A A" AA" A 

précédentes, le produit 777. 7-7 pourra s'écrire 77777= t,- Ce rap- 

A A A A A 

port p est donc bien égal au produit des rapports — et p. 

Théorème. — Laire d'un rectangle est cgale au produit de ses 
deux dimt'nsions. 

Ce théorème n'est en effet que le précédent, appliqué au rectangle 
donné et au carré construit sur Tunité de longueur. L'aire A' de ce 
dernier est l'unité d'aire et ses dimensions a', b' sont égales à l'unité 

de longueur, de sorte que le rapport — n'est autre que la mesure 

A. 

de l'aire A, et les rapports -7 , r;, que les mesures des longueurs a, b. 
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Remarque. — Rappelons : 

l** Que cet énoncé n'a de sens que moyennant la convention for- 
mulée au n** 69 (livre H) et rappelée au n® 106 (livre III). Le sens de 
cet énoncé est : le nombre qui mesure Faire d'un rectangle est égal au 
produit des nombres quimesurenl respectivement sa base et sa hauteur. 

2'' Qu'il n'est exact que moyennant la convention formulée au 
n° 224 et qui est, par conséquent, essentiellement supposée ici. Il est 
évident à priori que l'égalité énoncée n'a pas lieu si l'unité de 
longueur et l'unité d'aire ont été prises quelconques, indépen- 
damment l'une de Tautre. 

On voit, d'après cela, que l'on peut choisir l'unité de longueur 
d'une façon arbitraire; mais que, ce choix une fois fait, celui de 
l'unité d'aire en dérive nécessairement. Aussi dit-on que l'unité 
d'aire est une unité dérivée, 

248. Théorème. — IJaire d'un parallélogramme a pour mesure 
le produit de sa base par sa hauteur. 

Soit le parallélogramme ABCD {fig, 202). Menons les perpendi- 
(!ulaires en A et B au cùlé AB, jusqu'à 
rencontre en c et rf avec la droite CD, de 
manière à former le rectangle ABcrf. Ce 
rectangle est équivalent au parallélo- 
gramme; car, en ajoutant respectivement 
à ces deux polygones les deux triangles 
rectangles BdD, AcC, qui sont égaux comme 

étant équiangles et ayant un côté égal, on obtient la même somme, à 
savoir l'aire du trapèze AcBD. Le rectangle ayant pour dimensions la 
base du parallélogramme et sa hauteur, le théorème est démontré. 

249. Théorème. — L'aire d'un triangle a pour mesure le demi- 
produit de la base par la hauteur. 

Soit le triangle ABC [fig, 203). Par le 
point A, menons la parallèle AD à BC, 
et par le point C la parallèle CD à AB. 
Nous formons ainsi le parallélogramme 
ABCD, qui a même base et même 
hauteur que le triangle. Or, ce parallélo- 
gramme est divisé en deux triangles égaux, ABC, ADC, par sa diago- 
nale AC (46). Doncle triangle ABC est la moitié du parallélogramme. 





Fig. 202. 




Fig. 203. 



Gkomêtrie. 



16 



1U3 



iîÉOMÊTRlE. 



250. Corollaire. — Le lieu des sommets C rf^^ Irimiglcs qui ont 
même base AB (fig. 204) et même 

surface y fie compose de deux parallèles 

à AB. 

Car les sommets en question sont 
les points situés à une distance 
constante de AB. 

251. Problème. — Calculer l'aire 
d'un triangle dont on donne les fig. 201. 
trois côtés. 

Nous avons vu (130) que, si on désigne par a, b, c les côtés du 
triangle et par/} le demi-périmètre, donné par l'égalité 

a-\- b -\- c = Ipy 

la hauteur AH correspondant au coté a est 




.,,„ ^ ^4W£-0iÇzMiz:i) = ? y/,, (,_„)(,_, HP- c^ 



Donc la surface S du triangle est 

a. AH 



S = —^ = \p (p — a) {p — b) p — c) 
= -\ Uh^ + 'Ichi^ + la^b' — a' — 6* — cK 

Remarque. — Le produit des trois côtés dun triangle est égal à 
quatre fois le produit de la surface par le rayon du cercle circonscrit. 

Dans le triangle ABC, où AH est la hauteur issue de A et R le 
rayon du cercle circonscrit, on a (130 bis) 

ABACi=2R-AH; 

en multipliant les deux membres par BC, il vient 

ABAC-BC = 2R-AH-BC=:4RS. 

252. Aire d'un polygronc. — On trouve Taire d'un polygone 
quelconque en le décomposant en triangles, dont on ajoute entre 
elles les aires. 

Les deux théorèmes suivants ne sont que des applications de 
cette manière d'opérer. 



MESURE DES AIRES. 



243 



Théorème. — L'aire d' un trapèze a pour mesure le produit de la 
demi-somme des bases par la hauteur. 

Soit le trapèze ABCD {fig. 205). Nous décomposerons ce trapèze, 
par la diagonale AD, en deux, triangles ABD, ACD, que nous 
considérerons comme ayant pour bases respectives AB, CD. Les 
deux hauteurs DD',AA' seront alors égales entre elles et à la 
hauteur h du trapèze. On aura donc 

A- ADrn '7 ^^ . / ^^ A(AB + CD) 
Aire ABCD = h , -9" + * • T" = ""^ — T " • 

252^15. Corollaire. — Laire d'un trapèze a pour mesure le produit 
de sa hauteur par la droite qui joint les 
milieux des côtés non parallèles. 

Car les milieux E, F des côtés AC, BD 
(fig, 205) et le milieu I de la diagonale AD 
sont sur une même parallèle aux bases, 
et le segment EF est égal à la demi- 
somme de ces bases, ses deux parties El, IF étant respectivement 

CD AB 
égales ^^ Y 1 y 
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253. Théorème. — L\iire d'un polygone régulier a pour mesure 
le produit du périmètre par la moitié de l'apothème. 




Fig. 20G. 



En effet, le polygone régulier ABCDEF {fig, 206) est décomposé, par 
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les rayons qui aboutissent à ses sommets, en triangles OAB, OBC . .. , 
tous égaux el qui ont par conséquent une même hauteur, égale 
à Tapothème OH du polygone. On a donc : 



AB 
Aire OAB = OH — 

Aire OBC = OH — 



Aire OFA = OH. 



FA 



et, en ajoutant, 

Aire ABCDEF 



OH(AB+BC+ ... +FA) 

C.Q. F. 1). 



Remarque. — Si le nombre des côtés du pfdygone est pair, son aire 
est égale à la moitié du rayon, multipliée par le périmètre du polygone 
obtenu en joignant les sommets de deux à deux. 

Car le triangle OAB [fig, 2%) est encore égal au demi-produit de 
OB par la hauteur Al abaissée du point A, et qui est la moitié de AC. 

253 bis. On nomme secteur polygonal (fig, 207) un polygone limité 
par une ligne brisée inscriptible dans un cercle et les rayons du 

cercle circonscrit qui aboutissent à 
ses extrémités. 

Le secteur polygonal est dit régulier 
si la ligne brisée qui lui sert de base 
est régulière. 

Théorème. — L'aire d\tn secteur 
polygonal régulier a pour mesure le 
produit du périmètre de la ligne brisée 
qui lui sert de base par la moitié de 
l'apothème, 

La démonstration de ce théorème est exactement pareille à celle 
du précédent. 




Fui. 207. 



254. Théorème. — L'aire d'un polygone convexe circonscrit à un 
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cevclp {et comprenant ce cercle à son intérieur) (fig. 208) est éfjnle au 
produit de son périmètre par la moitié du 
rayon du cercle iyiscrit. 

Car on peut décomposer le polygone 
en triangles ayant pour sommet commun 
le centre du cercle. Ces triangles, qui ont 
pour bases les difTérents côtés, ont pour 
hauteur commune le rayon du cercle. 

255. Problème. — Trouver Caire d'un quadri- 
latère inscriptibte , connaissant les quatre côtés. 

Soit le quadrilatère inscrit ABCD, dans lequel on a AB = o, BC= 6, CD 
= c, DA = (i. Si R est le rayon du cercle circonscrit, on a (251, Remarque) 

a.6.ÏC = 4RXaire ABC, 
c.d.IC = 4RXaire ACD. 

La somme des surfaces ABC, ACD est égale à Taire cherchée S. Il vient 
donc, en ajoutant 



4RS = AC (ab + cd) = \\ac + bd) {ad + bc) (ab + cd) ; 
et, en remplaçant R par sa valeur (241), 

S = \^(p-fl)(p-6)(p-c)(p-rf). 

Remarque. — Le résultat est indépendant de Tordre des côtés, ce qui 
était évident à pnori; car les quadrilatères ABCD, ABEF, AHGH (n" 240 bis) 
sont équivalents, comme composés de triangles égaux deux à deux. 

EXERCICES 

287. Trouver la surface du triangle équilaléral de côté a. 

288. Quel est le côté du triangle équilatéral dont la surface est l"*»? 

289. Le périmètre d'un carré étant parcouru dans un sens déterminé, on joint 
chaque sommet au milieu du côté qui précède le sommet opposé. Les droites ainsi 
obtenues sont les côtés d'un nouveau carré, qui est la cinquième partie du premier. 

290. Par un point pris sur une diagonale AC d'un parallélogramme ABCD, on 
mène des parallèles aux côtés. On divise ainsi le parallélogramme donné en quatre 
parallélogrammes partiels, dont deux ont une diagonale dirigée suivant AC. Montrer 
que les deux autres sont écpiivalents entre eux. 

291. Parmi les triangles qui ont même base et même angle au sommet, «|ucl est le 
plus grand? 

292. Dans tout trapèze, les deux triangles, formés respectivement par chacun des 
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deux côtés non parallèle» avec les deux diagonales, sont équivalents entre eux. — 
Réciproque. 

*293. Par le milieu de chaque diagonale d'un quadrilatère, on mène une paralléK^ 
à Tautre diagonale, et Ton joint le point où se coupent les deux droites ainsi menées 
aux milieux des quatre côtés. Montrer que le quadrilatère est ainsi divisé en quatre 
parties équivalentes. 

594. Par chaque sommet d'un quadrilatère^ ou même une parallèle à la diagonale 
qui ne passe pas par ce sommet. Montrer que le parallélogramme ainsi formé est 
douhle du quadrilatère. 

Deux quadrilatères dont les diagonales sont égales chacune à chacune et se 
coupent sous le même angle, sont équivalents. 

595. Trouver, dans l'intérieur d'un triangle, un point tel qu'en le joignant aux (rois 
sommets, on divise le triangle en trois parties équivalentes; ou, plus généralement, 
en trois parties proportionnelles à des longueurs ou à des nombres donnés. 

295 bis. Montrer, par des considérations de surface (ex. précédent) qu'en joignant un 
point aux trois sommets d'un triangle, les droites de jonction divisent ces cùtés 
opposés dans des rapports dont le produit est égal à 1. (Théorème démontré 
au n* 197.) 

296. On joint un point quelconque d'un plan aux sommets d'un parallélo- 
gramme ABCD (ÂC, BD étant les diagonales de celui-ci) : 

1* Si le point est intérieur au parallélogramme, la somme des triangles 
opposés OAB, OCD équivaut à la somme des deux autres OBC, ODÂ; 

2* Quel que soit le point 0, le triangle OAC équivaut A la somme ou à la différence 
des triangles OAB, OAD. 

297. L'aire d'un trapèze a pour mesure le produit d'un des côtés non parallèles 
par la perpendiculaire abaissée du milieu de l'autre sur le premier. Démontrer celte 
proposition : !• en mettant sous une autre forme l'expression donnée n' 252 bis: 
2* en montrant directement que le trapèze est équivalent au parallélogramme qui a 
la base et la hauteur ci-dessus indiquées. 

Si l'on joint le milieu d'un des côtés non parallèles d'un trapèze auxextrémités'du 
côté opposé, on obtient un triangle équivalent i\ la moitié du trapèze. 

298. La somme des distances d'un point quelconque pris à l'intérieur d'un 
polygone régulier à tous les côtés est constante. 

299. L'aire d'un triangle est égale au produit du demi-périmètre par le rayon du 
cercle inscrit. 

L'aire d'un triangle est égale au produit du rayon d'un cercle ex-inscrit par 
la différence entn* le côté cornîspondant et le demi-périmètre (ou par la demi- 
différence entre le côté correspondant et la somme des deux autres côtés). 

.300. L'inverse du rayon du cercle inscrit à un triangle est égal à la somme des 
inverses des rayons des cercles ex-inscrits. 

;J01. Si x, y, 3 désignent les distances d'un point intérieur à un triangle aux trois 
rôtés; hyk, l les hauteurs correspondantes, on a : 

Que devient cet énoncé lorsque le point est extérieur? 
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256. Théorème. — Deux triangles qui ont un angle égal [ou 
supplémentaire) sont entre eux comme les produits des côtés qui 
comprennent cet angle. 

Nous pouvons faire coïncider les angles égaux ou rendre adja- 
cents les angles supplémentaires. Les deux triangles seront alors 
ABC, AB'C, les côtés AC, AC coïncidant en direction et les côtés AB , 





AB' étant également confondus en direction [fig, 209) ou se pro- 
longeant Tun l'autre (fig. 210). 

Le rapport des deux triangles sera égal au rapport des bases 
AB, AB', multiplié par le rapport des hauteurs CH, CH', et ce dernier 

rapport est évidemment égal à 



AC 



C. Q. F. D. 



257. Théorème. — Le rapport d^s aires de deux polygones 
semblables est égal au carré du rapport de similitude. 

Nous distinguerons deux cas. 

1° SU s'agit lie deux triangles semblables ABC, ABC, il suffit de 

remarquer que ces deux triangles ont l'angle A = A'. Le rapport 



i 
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des aires est donc égal au produit des rapports — — et -^-—, c'esl- 

A B A C 

à-dire au carré de Tun d'eux, 
puisque ces rapports sont 
égaux entre eux. 

2" Soient maintenant deux 
polygones semblables quel- 
conques ABCDE, A'B'C'D'E' 
(fig. 211), le rapport de simi- 
litude étant A'. 

Ces polygones pourront être 
décomposés en triangles semblables et semblablement disposés 
ABC, ACD, ADE ; A'B'C, A'C'D', A'D'E', et nous aurons (1°) 





FiG. iii. 



ABC 



ACD 



A'B'C A'C'D' A'D'E 



ADE 



= Â«. 



En faisant la somme des numérateurs et celle des dénominateurs, 
il viendra bien 



ABCDE 
A'B'C'D'E' 



=:A^ 



C. Q. F. D. 



258. Théorème. — Le ann'' vonstruil sur lln/polénuse d'un 
triangle rectangle est équivalent à la somme des carres construits sur 
les côtés de l'angle droit. 

Soit le triangle rectangle ABC [fig, 212). Sur les côtés de l'angle 
droit AB, AC et sur Thypoténuse BC, décrivons, extérieurement au 
triangle, les carrés ABEF, ACGH, BCIJ. 

Du sommet A, abaissons sur BC la perpendiculaire AD qui, pro- 
longée, vient couper IJ en K. Je dis que le rectangle BDIK est 
équivalent au carré ABEF. 

Pour le démontrer, joignons AI et CE. Le triangle ABI a même 
base Bl et même hauteur AL = BD que le rectangle BDIK : il est 
donc équivalent à la moitié de ce rectangle. De même, le triangle 
EBC a même base BE et même hauteur CM =:3 AB que le carré 
ABEF; il est donc équivalent à la moitié de ce carré. Or les deux 
triangles ABI, EBC sont égaux, comme ayant un angle en A égal 
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(ranglcÂ du triangle augmenté d'un angle droit) compris entre côlés 
égaux chacun à chacun (AB —. BE et BI = BC). Donc le rectangle 
BDIK est bien équivalent au carré ABEP^. 
On verrait de même que le rectangle CDKJ est équivalent au carré 




FiG. m. 

ACHG. Le carré BCIJ, somme des deux rectangles, est donc bien 
équivalent à la somme des deux carrés. 

Remarque. — Ce théorème revient, au fond, à celui que nous 
avons démontré au n'* 124 ; car les carrés ABEF, ACGH,BCIJ ont 
respectivement pour mesures les carrés des nombres qui mesurent les 
C(Més. La démonstration suit d'ailleurs la même marche; car l'équi- 
valence du rectangle BDIK et du carré ABEF exprime la même chose 

que Tégalité AB^ = BOBD, dont nous nous sommes servis en cet 
endroit. 

EXERCICES 

'A02. On divise les trois côlés d'un triangle dans des rapports donnés. Trouver le 
rapport de l'aire du triangle qui a pour sommets les points de division à celle 
du triangle primitif. Examiner le cas où une ou plusieurs des divisions sont 
extérieures. En déduire une démonstration des théorèmes des ti"* 192-193. 
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303. Partager un triangle en parties équivalentes par des parallèles à la base. 

30 i. Partager un trapèze en parties équivalentes par des parallèles aux bases. 

305. On prolonge les rayons qui Tont au sommet du triangle équilatéral inscrit à 
un cercle jusqu'à rencontre avec la circonférence qui passe par les sommets du carré 
circonscrit. Les nouveaux points ainsi obtenus forment un triangle équivalent à 
l'hexagone inscrit. 

30C. Par chacun des sommets d'un quadrilatère, on mène une parallèle à une 
même direction quelconque, jusqu'à rencontre avec la diagonale qui ne passe pas 
par ce sommet. — Prouver : 

1* Que le quadrilatère qui a pour sommets ces points de rencontre est équivalent 
au premier ; 

2' Qu'il est un trapèze ou un parallélogramme en môme temps que le premier. — 
Plus généralement, les rapports dans lesquels les côtés opposés prolongés ee 
divisent réciproquement, sont les mêmes dans les deux quadrilatères. 

307. Étant donnés, dans un plan, des polygones quelconques, ou même, par chacun 
de leurs sommets, une parallèle à une direction déterminée, sur laquelle on prend 
une longueur proportionnelle à la distance de ce sommet à une droite fixe (dans un 
sens qui dépend du sens de la distance en question). 

Montrer que les polygones qui ont pour sommets les extrémités des segments 
ainsi construits ont leurs aires proportionnelles à celles des polygones primitifs 
(ex. 297). 

Dans quels cas les nouveaux polygones sont-ils équivalents aux anciens ? 

308. Montrer que l'exercice précédent comprend comme cas particulier l'exer- 
cice 3uG (utiliser ex. J29). 

AUTRKS DKMONSTRATIO.NS DU TIIÉORKMK DU CARRÉ DE L'iIVrOTÉNUSE 

309. Dans rexercicc 43 (I" livre), prouver que le troisième carré IIBKF est 
équivalent à la somme des deux carrés donnés. En déduire le théorème du n* 258. 

310. Démontrer le théorème du carré de l'hypoténuse à l'aide du théorème du 
n* 257, en remarquant que le triangle rectangle est la somme des deux triangles 
partiels dans lesquels il est partagé par sa hauteur. 

311. Sur les côtés AB, AC d'un triangle quelconque, comme bases respectives, on 
construit les deux parallélogrammes ABEF, ACGII extérieurs au triangle, mais 
quelconques d'ailleurs, et on prolonge les côtés EF, <ill jusqu'à leur rencontre en M. 
Montrer que le parallélogramme qui a pour côtés BG et une droite égale et parallèle 
à A M équivaut à la somme des deux premiers. 

Montrer que le théorème précédent comprend comme cas particulier le théorème 
du carré de Ihypoténuse. 
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CHAPITRE III 

AIRE DU CERCLE 

259. On nomme aire d'un cercle la limite vers laquelle tend 
Taire d'un polygone inscrit ou circonscrit dont tous les côtés 
tendent vers zéro. 

Pour démontrer que cette limite existe et est indépendante de la 
loi suivant laquelle les côtés tendent vers zéro, on suit une marche 
toute semblable à celle qui a élé suivie pour la longueur de la 
circonférence. 

On commence par considérer des polygones réguliers inscrits 
dont le nombre de côtés double indéfiniment et les polygones 
circonscrits correspondants (fig. 168). Dans ces conditions : 

Les surfaces des polygones inscrits vont en croissant; car chacun 
d'eux comprend le précédent à son intérieur. D'ailleurs chacune 
de ces surfaces est moindre que celle d'un polygone circonscrit 
quelconque. 

Donc ces surfaces tendent vers une limite, 

Demèmejes surfaces des polygones ciironscrits vont en décroissant^ 
puisque chacun d'eux est intérieur au précédent. D'ailleurs chacune 
de ces surfaces est supérieure à celle dun polygone inscrit 
quelconque. 

Donc les surfaces des polygones circonscrits tendent toutes également 
vers une limite. 

Ces deux limites sont égales. Car le rapport des surfaces d'un 
polygone inscrit et du polygone circonscrit correspondant est égal 
au carré du rapport de similitude, lequel tend vers un (176). 

260. Soit S la valeur commune de ces limites, obtenue en 
partant du carré, par exemple, et considérant successivement les 
polygones réguliers de 4, 8, 16, 32,..., 2"... côtés. Prenons 
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maintenant des polygones inscrits quelconques a'b' c'... {fig. 169) 
et les polygones circonscrits correspondants A'B'..., en imposant la 
seule condition que le nombre des côtés de ces polygones augmente 
indéfiniment, de manière que tous les cùtés tendent vers zéro. 

La surface d^un polygone inscrit a' U c'., est plus petite que S. Car S 
est la limite des polygones circonscrits, tous plus grands que A'B'... 

S, étant compris entre le polygone inscrit et le polygone cir- 
conscrit, diÎFère de chacun d'eux moins qu'ils ne diffèrent entre eux. 

Or celte différence tend vers zéro. Elle se compose en effet de la 
somme des triangles nV/A', //c'B', ... ; elle a donc pour mesure : 

l (fl'6'.A'H + ^'r'.B'K + ...) < J {a'b' + 6V + ....) / 

oQ A'H, B'K... [fig. 169) sont les hauteurs des triangles a'ù'K', 
b'c'B'y etc., et / désigne la plus grande de ces hauteurs. 

Le facteur a'b' + ^'c' + ••• tend, comme nous le savons, vers la 
longueur de la circonférence. Quant aux hauteurs AH, B'K..., elles 
tendent toutes vers zéro. Car les longueurs OH, OA', par exemple, 
tendent toutes deux vers le rayon du cercle et, par conséquent, 
leur différence A'H a pour limite zéro. 

Donc le théorème est démontré : les aires des polygones inscrits et 
circonscrits tendent tontes vers une limite unique S, qui est l'aire du 
cercle ('). 

261. Théorème. — L'aire du cercle a pour mesure la longueur de 
la circonférence, multipliée par la moitié du rayon. 

Car l'aire d'un polygone régulier a pour mesuré le produit du 
périmètre par la moitié de rapolhèine. Lorsque le nombre des cotés 
augmente indéfiniment, le périmètre tend vers la longueur de la 
circonférence, Tapothùme vers le rayon. 



(I) Le raisonnement s'étend à des courbes convexes qu«'lconques, moyennant la condition 
que la hauteur abaissée du point c, dans le trianplo oîc (note 1 du n*179), tende vers zéro 
avec la distance ab, et cela ind<*pendammeni do la position de l'arc ab sur la courbe donDée : 
condition qui est remplie en nx^me temps que la condition analogue indiquée dans la note du 
u' 179. On est alors assuré que la différence entre l'aire d'un polygone inscrit et celle du 
polygone circonscrit correspondant tend vers zéro avec les côtés de ces polygones. 

Comme il est indiqué dans la note en question, on divisera le raisonnement eu deux parties, 
correspondant respectivement aux n"' 259 et 260 du texte. 

Quant aux aires non convexes, on les évalue comme sommes ou différences d'aires 
convexes. 
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Remarque. — On serait arrivé au même résultat par l'emploi du 
théorème du n** 255 relatif au polygone circonscrit. Le périmètre 
d'un tel polygone tend, en effet, vers la longueur de la circon- 
férence lorsque le nombre des côtés augmente indéfiniment. 

Corollaire. — La surface du cercle de rayon R est nR'. 
On a bien, en effet : 

27rR X 5^ = TcR*. 

262. On nomme secteur circulaire la portion de plan limitée par un 
arc de cercle et les rayons qui aboutissent à ses deux extrémités. 

Vaire de ce secteur est la limite vers laquelle tend Taire d'un 
secteur polygonal inscrit lorsque tous les cotés de la ligne brisée 
correspondante diminuent indéfiniment. L'existence de cette limite 
s'établit comme pour Taire du cercle. 

Théorème. — Vaire d'un secteur circulaire est égale à l'arc qui lui 
sert de base^ multiplié par la moitié du rayon. 

Car le périmètre de la ligne brisée régulière inscrite, lorsque le 
nombre des côtés augmente indéfiniment, tend vers la longueur 
de Tare, et son apothème tend vers le rayon. 

Corollaire. — La longueur de Tare de m** np"y sur la circonfé- 

de rayon II, étant ^ (m + gQ + g^jjjj). 'a surface du 

secteur circulaire correspondant sera 
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263. Aires limitées par des ares de cerele. 

On nomme segment de cercle (/î^. 213 et 214) l'espace compris 
entre un arc et sa corde. 

Il est clair qu'on obtient Taire d'un segment en retranchant du 
secteur correspondant au même arc le triangle qui a pour base la 
corde et pour sommet le centre du cercle, si Tare en question est 
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moindre qu'une demi-circonférence [fig. 213), et en ajoutant ce 
même triangle dans te cas contraire [fig. 214]. 
Plus généralement, la mesure d'une aire limitée par des arcs de 




cercle se ramène à celle d'une aire polygonale par l'addition ou la 
soustraction de secteurs ou de segments. 

Par exemple, l'aire curviligne ABCD {(ig. 215) est égale k celle du 
quadrilatère ordinaire ABCD, diminuée des segments Ab,BCet 
augmentée des segments CD, DA. 

En résumé, nous savons trouver i'iiire de toute portion de plnn 
limitée par des droites ou des arcs de cercles. 



Il (lu cercle qiii a pour surface l*i? 

tu ilu L't'i'rli; ilu[i$ le<|uel le secitur duiit l'iiii(rle est île <iO* i 



3U. Quel e: 

au. Oiiu! c 
[iijur surfuce I 

3(1. Quel est \e rayon ilu cercle ilnns lequel le segment compris entre l'arc de 60' 
el Su corde ;t pour surface l"'! 

31Ô. La surruce de la cuiiroime circulaire comprise entre deux ci rçonré remues 
conrciilriqucs l'iit égale à celle du cercle qui a pour diamètre la corde <]<.- la (dus 
gciinde tangente à la plus petite. 

310. H et D sont deux points pris sur le quart de circonférence AC à égale 
dislance de ses eUrémilés : si de ces deux points on abaisse sur le rayon (>C les 
perpendiculaires UE, DP, le trapèze miili ligne IIEDF est équivalent au secteur OBD. 

317. Sur les cûiiis île l'angle droit et rhypolénusc d'un triangle rectangle comme 
diamètres, on décrit des demi-circonférences; les deu^t premières eji ti^ rie ure ment 
au triangle, la troisième, au contraire, du même c6lé que le triangle. Montrer 
que la ^umme des deux lunutes ou croissants compris entre chacune des petites 
circonférences et la grande est égale A la surface du triangle. 

;il8. Sur le coté AB du cai'ré inscrit ù un cercle de centre comme diamiétre 
e»lérieuremenl au cercle, ou décrit une demi-circonférence. Le rayon OMN coupe 
celte demi- circonférence en N et le cercle primitif en M. .Montrer que le triangle 
curviligne compris entre la droite MN elles arcs de cercle MA.XA est qiiarraùle, 
c'esl-à-dire qu'on peut trouver le cûlé du carn^ qui lui est équivalent. 
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CHAPITRE IV 



CONSTRUCTIONS 



264. Problème. — Construire^ sur une base donnée^ un triangle 
équivalent ii un triangle donné. 

La hauteur du triangle cherche est évidemment une quatrième 
proportionnelle à la base donnée, à la base et à la hauteur du 
triangle donné, puisque quatre nombres tels que le produit des 
extrêmes soit égal au produit des moyens forment une proportion. 
Une fois cette hauteur trouvée, on la portera sur une perpendi- 
culaire quelconque à la base donnée, et Ton aura ainsi le sommet 
d'un des triangles (en nombre infini) qui satisfont à la question. 

Il est, d'ailleurs, clair que Ton peut, de même, trouver un 
triangle équivalent à un triangle donné et ayant une hauteur donnée. 

265. Problème. — Construire un triangle équivalent à un polygone 
donné. 

On décomposera le polygone en triangles, auxquels on donnera 
même base, à Taide de la construction précédente. Un triangle 
ayant cette même base et une hauteur égale à la somme des 
hauteurs des triangles partiels sera équivalent à la somme de ces 
triangles, c'est-à-dire au polygone donné. 

Cette construction peut toutefois être y^^^^\ 

considérablement abrégée, ainsi que y^*'! Nv 

nous allons le faire voir en supposant, \ / ! \ 

pour simplifier, le polygone convexe. / V / / 

Soit le polygone ABCDE [fig, 216). !/\ / / 

Menons la diagonale CE qui joint les ti...)L l 

deux sommets adjacents au même som- 

'^ Fi«. 210. 

met D et, par ce sommet D, menons la 

parallèle DD' à CE, jusqu'à rencontre en D' avec le côté AE 



, 1 
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prolongé. Le triangle CED' étant équivalent au triangle CED 250 ■ 
et, par conséquent, le polygone ABCD' au polygone ABCDE, nous 
avons remplacé le polygone donné par un polygone équivalent et 
ayant un côté de moins. Nous continuerons ainsi jusqu'à ce que 
nous soyons arrivés à un triangle. 

Problème. — Construire un carré équivalent à un polf/gone donné. 
! Le côté du carré cherché sera moyen proportionnel entre la base 

et la demi-hauteur du triangle fourni par la construction précédente. 
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266. Problème. — Construire un polygone équivalent à un polygone 
donné et semblable à un autre polygone donné. 

Soit à construire le polygone P semblable au polygone donné P' 
el équivalent au polygone donné P,. 

Soit a' le coté du carré équivalent à P', a le côté du carré 
équivalent à P,, ces cotés étant obtenus ainsi qu'il vient d'être dit. 
Le rapport des surfaces des polygones P' et P,, c'est-à-dire le 
rapport des surfaces du polygone P' et du polygone cherché est 



a^ __ /a\^ 
7^ ~~ W' 



ni. 



Par conséquent, si A'B' est un cùté quelconque de P', le cùté 
correspondant AB du polygone cherché est donné par la proportion 

a' _ \'B' 
a ■" AB 

On le trouvera donc par une quatrième proportionnelle (151) et 
ou sera ramené à la construction du n° 152. 

267. Le célèbre problème de la quadrature du cercle consiste 
à trouver le côté du carré équivalent à un cercle donné. 

Ce côté, d'après ce que nous savons sur Taire du cercle, est 
moyen proportionnel entre le rayon el la demi-circonférence, et le 
problème serait résolu si Ton connaissait celle-ci. 

Inversement, si l'on connaissait le côté du carré équivalent au 
c(*rclc, la demi-circonférence serait une troisième proportionnelle 
au rayon et à ce côté. 

Le problème de la quadrature du cercle revient donc absolument 
à celui dont nous avons parlé au n° 184 : Construire la longueur 
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d'une circonférence de rayon donné* Ainsi que nous Tavons dit, ce 
problème, et par conséquent le problème dô la quadrature du 
cercle, ne peuvent être résolus à Taidede la règle et du compas. 



319. Construire un rectangle, connaissant son périmètre et sa surface. 
Quel est le plus grand rectangle de périmètre donné ? 

320. Inscrire dans un cercle un rectangle d^aire donnée. 
Quel est le plus grand rectangle inscrit à un cercle donné (')? 

321. Diviser un triangle en parties équivalentes par des droites de direction 
donnée. 

Môme problème pour un polygone quelconque. 

32*2. Diviser un quadrilatère en parties équivalentes par des droites issues d'un 
sommet. — Démontrer quMl suffit de diviser en parties égales la diagonale qui ne 
passe pas par ce sommet et de mener par les points de division des parallèles à 
Tautre diagonale, jusqu'à rencontre avec le périmètre du polygone. 

323. Diviser un polygone quelconque en parties équivalentes, par des droites 
issues d'un sommet. 



PROBLÈMES 



PROPOSES SUU LK QUATRIEME LIVRE, 



324. Montrer qu'on peut remplacer les énoncés de l'exercice 296 par d autres 
vrais, quelle que soit la position du point dans le plan, en convenant de faire pré- 
céder Taire d'un triangle du signe + ou du signe —, suivant son sens de rotation. 

325. Si deux polygones sont homothétiques directs, le plus grand comprenant le 
plus petit à son intérieur, tout polygone à la fois inscrit dans l'un et circonscrit à 
l'autre a une aire moyenne proportionnelle entre celles des deux premiers. 



(1) Pour la solution algébrique du mémo problème, voir Bourlet, Leçom éT Algèbre élémen* 
taire, livre IV, ch.v, 

Gkométrib. 17 
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326. Trouver le rapport de l'àire d'un triangle à celle du triangle quia pour côtés 
les médianes du premier. 

327. On mène, par deux sommets, d'un triangle, des droites divisant les côtés 
opposés dans des rapports donnés. Trouver les rapports mutuels des difTérentes 
parties en lesquelles se trouve ainsi partagée l'aire du triangle. 

328. On mène, par les trois sommets d'un triangle, des droites qui divisent les 
côtés opposés dans des rapports donnés. Trouver le rapport de la surface du triangle 
formé par ces droites à la surface du triangle primitif. — Déduire de là le théorème 

{ des n" 197-198, qui donne la condition pour que les trois droites passent par un 

même point. 

3*29. Par un point donné dans un angle, mener une sécante qui forme avec les 
côtés de l'angle un triangle de surface donnée. (On commencera par tracer un 
parallélogramme ayant deux de ses côtés suivant les côtés de l'angle donné, un 
troisième passant par le point donné et ayant l'aire donnée. La sécante cherchée 
devra détacher de ce parallélogramme un triangle équivalent à la somme de ceux 
qu'elle forme avec ses côtés, extérieurement à lui.) 

330. Parmi toutes les droites qui passent par un point donné à l'intérieur d'un 
j angle et qui coupent ses côtés (et non leurs prolongements], laquelle forme le plus 

j petit triangle? 



I 



■ 1 ^' 



331. Parmi tous les polygones d'un même nombre de côtés inscrits à un même 



J cercle, le plus grand est le polygone régulier (* ). 



332. Construire un triangle, connaissant un côt*^, la hauteur correspondante et le 
rayon du cercle inscrit. 

333. Inscrire, dans un cercle donné, un trapèze dont on connaît un angle et la 
surface. 

334. Un triangle et un parallélogramme ont une même base, un angle à la base 
égal et môme surface. Décomposer Tun de ces polygones en deux parties qui 
autrement assemblées, donnent l'autre. 

335. Deux triangles ont même base et même hauteur. Décomposer l'un d'eux en 
parties qui, autrement assemblées, donnent l'autre. (Ramener à la question analogue 
relative aux parallélogrammes, h l'aide de l'exercice précédent.) 

336. .Même problème pour deux triangles équivalents quelconques. 

337. Môme problème pour deux polygones équivalents quelconques. 

(1) Un polygone non régulier inscrit au cerclo a au moins un côté plus petit que celui du 
polygone régulier et un côté plus grand, et l'on peut toujours, sans charger l'aire du polygone 
ni son cercle circonscrit, ramener ces deux côtés à être consécutifs : 

Soient AB, BG. En déplaçant alors le sommet B do manière manière à rendre ÂB égal au 
côté du polygone régulier inscrit, on augmente l'aire; et, en effectuant cette opération autant 
do fois qu'il est nécessaire pour remplacer le polygone primitif par le polygono régulier, on 
obtiendra la conclusion cherchée. 




CONSTRUCTIONS. 259 

338. Quatre points A, B, G, D étant donnés, le produit de Taire du triangle BCD 
par la puissance du point A relative au cercle circonscrit à ce triangle est égal aux 
produits analogues formés avec le point B et le triangle CAD, ou avec le point Cet le 
triangle ABD, ou avec le point D et le triangle ACB. 

Montrer qu'on peut considérer ces égalités comme vraies en grandeur et en signe, 
en adoptant la convention de l'exercice 324. 

339. L'un quelconque des produits formés dans l'exercice précédent est égal à 
Taire d'un triangle dont les côtés seraient mesurés par les produits AB<:;D, AC*BD, 
AD.BC (n- 238, ex. 270 bis}. 

340. Décomposer un triangle en triangles isoscèles. 
Même problème pour un polygone quelconque. 

341. Évaluer l'aire du triangle formé par trois arcs de cercles de môme rayon R, 
se coupant mutuellement à angle droit. 

342. Si deux triangles sont symétriques l'un de l'autre par rapport au centre du 
cercle inscrit commun, les aires des huit triangles que forment entre eux leurs côlés 
ont pour produit la seizième puissance du rayon de ce cercle. 
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NOTE A 



SUR LA MÉTHODE EN GÉOMÉTRIE. 



268. Nous voudrions rassembler, sous ce titre, quelques conseils que 
nous croyons utiles pour Tintelligence des mathématiques en général et, 
en particulier, pour la résolution des problèmes. 

L'élève doit, en effet, se persuader qu'il ne pourra recueillir quelque 
fruit de ses études mathématiques , ni même les poursuivre sans efforts 
exagérés et se faire une idée juste de ce qu'est la géométrie, s'il ne parvient 
non seulement à comprendre les raisonnements qui lui sont exposés, 
mais encore à en construire d'autres par lui-même, à trouver, dans une 
mesure plus ou moins étendue, des démonstrations de théorèmes ou des 
solutions de problèmes. 

Contrairement à un préjugé trop enraciné, ce résultat peut être atteint 
partout le monde, ou du moins par tous ceux qui s'astreindront à réflé* 
chir et à diriger méthodiquement leurs rétlexions. Les préceptes que nous 
allons indiquer relèvent du bon sens le plus vulgaire. Il n'est pas un d'entre 
eux qui ne puisse sembler au lecteur une pure banalité. Cependant, l'cxpé-* 
rience le montre, l'oubli de Tune ou de l'autre de ces règles évidentes est 
la cause à peu près unique des difflcultés qui se présentent dans la réso- 
lution des problèmes élémentaires ; et il en est encore ainsi, plus souvent 
qu'on ne serait tenté de le croire, dans des recherches ayant pour objet 
des parties plus ou moins élevées de la science mathématique. 

a). THÉORÈMES A DÉMONTRER. 

269. Démontrer un théorème, c'est passer, par la voie du raisonnement, 
de l'hypothèse à la conclusion. 

Dans le théorème 'livre L n* 36) : 

Tout point situé sur la bissectrice d'un angle est également distant des deux cMés 
de cet angle, 
L'hypothèse et la conclusion sont : 

Hypothèse. ] Si le point M est situé sur la bissectrice de l'angle BAC 

( {fig. 35). 

Conclusion : Alors il sera également distant de AB et de AG. 
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Nous avons h déduire celle-ci de celle-Jà, à transformer les propriétés 
énoncées dans Thypothèse de manière à en dégager celles qui* constituent 
la conclusion. 

Il est évidemment nécessaire, avant tout, de savoir très exaclemeni 
quelle est ^ hypothèse et quelle est la conclusion d'un théorème que l'on veut 
démontrer : Télève devra donc, tout d'abord, s'exercer à les énoncer sans 
aucune hésitation. 



270. Mais il y a plus, et nous pouvons faire dès à présent une première 
remarque importante. Dans toute démonstration, on se propose de faire 
voir que la conclusion a lieu en supposant vraie Vhypothèse. Si Ton ne consi- 
dérait pas celle-ci comme certaine, rien n'assurerait plus l'exactitude de 
celle-là. Ainsi, dans l'exemple cité au numéro précédent, si le point M 
n'était pas sur la bissectrice, nous savons (n* 36) qu'il ne serait pas équi- 
distant des deux côtés. 

Or il est clair qu'il ne servirait à rien de supposer qu*un fait a lieu, si le 
raisonnement ne portait pas trace de cette supposition, si ce fait n'était 
pas utilisé à un moment quelconque. Nous voyons donc qu'tï faut faire 
intervenir dans fe raisonnement Vhypothèse et même , en général, toute 
l'hypothèse. 

271. Nous reviendrons un peu plus loin sur la règle précédente. Aupa- 
ravant, nous devons en formuler immédiatement une autre tout à fait 
analogue, mais sur laquelle il y a lieu d'appeler tout spécialement l'atten- 
tion, car elle est, malgré son absolue nécessité, une de celles qui sont le 

plus fréquemment méconnues. Kl le est relative à la définition des termes 

employés. 
D'une part, en effet, il est évident qu'on ne saurait raisonner sur des 

notions qui n'ont pas été déOnies; ef, d'autre 
part, comme tout à l'heure, il est clair qu'il 
revient au même d'ignorer une déOnition ou 
de ne pas la faire intervenir dans le raison- 
nement. 

Nous voyons donc qu'il convient, avant tout, 
de se reporter à la définition de toute notion 
m présence de laquelle on est mis. 

Exemple. — Soit encore le même théorème : 

Tout point situé sur la bissectrice d'un angle est 
(également distant des deux côtés de cet angle. 

Nous devrons nous poser, dès Tahonl, les ques- 
tions suivantes : 

Fio. 35. Querprime-t-on en disant que la droite MA (fig. 35) 

est bissectrice ? 

RÉPONSK. — Qu'elle divise l'angle A en deux parties ég«iles. 
Qu'est-ce que la distance du point M à la droite AB? 
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RÉPONSE. — Cest la longueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur cette 
droite. 
Et notre énoncé deviendra 



„ .. ,MAD=MAE; 

Hypoinese. ^ j^^ ^^^ perpendiculaire sur AD; 

ME est perpendiculaire sur AE ; 
Conclusion : MD = ME. 

Nous espérons, par cet exemple, avoir fait suffisamment comprendre le 
sens de cette règle, que Pascal met à la base de toute logique : 
Il faut substituer les définitions à la place des définis (*). 

272. La définition d'un même terme peut souvent revêtir plusieurs 
formes, entre lesquelles on doit choisir la plus commode pour le but que 
l'on a en vue. Ainsi, on peut encore définir la bissectrice de Tangle AM 
comme la droite qui fait avec l'un des côtés un angle égal à la moitié du 
premier. 

Cette manière de formuler la déûnitioii ne serait pas avantageuse pour 
le théorème précédent ; c'est elle, au contraire, qui nous a servi à dénïon- 
trer, par exemple, le théorème du t\* 17 (liv. I). 

Certains théorèmes permettent de remplacer, de la même façon, une 
défmition par une autre équivalente. Ccst ainsi que la définition primi- 
tive des parallèles (n^ 38) n'est plus employée à partir du n® 39, où on 
apprend à la remplacer par la suivante, qui revient exactement à la pre- 
mière : Deux parallèles sont deux droites qui forment avec une même sécante 
deux angles alternes-internes égaux {ou deux angles coirespondants égaux, ou 
deux angles intérieurs du même côté supplémentaires), 

273. La règle énoncée plus haut est peut-être la plus importante de 
celles dont nous avons à nous occuper ici. La portée en apparaîtra si 
l'on songe qu'un grand nombre de constructions auxiliaires, quelquefois 
arbitraires en apparence, en sont une conséquence directe. 

Pour n'en citer qu'un exemple, c'est ainsi que, dans le commencement 
du II® livre, lorsqu'on a à raisonner sur un point quelconque d'une circon- 
férence, on commence toujours par joindre ce point au centre. Le lecteur 
qui aura réfléchi aux remarques précédentes comprendra que cette 
construction n'a rien d'artificiel et doit apparaître immédiatement comme 
nécessaire. Elle dérive en effet de la définition de la circonférence, d'après 
laquelle, pour exprimer qu'un point M appartient à une circonférence de 
centre 0, on doit exprimer que la distance OM est égale au rayon de cette 
circonférence. 

A partir du chapitre V (n"" 73 et suiv.) on voit les choses chan{ 
n'arrive plus toujours que l'on joigne au centre d'une circonféi 

(1) Il est raôin« nécessaire, on général, d'utiliser toutes les parties de la déÛBi 
y en a plusieurs ; on peut répéter, à ce sujet, ce que nous disons un peu plat loia«'.: 
à l'hypothôBe (n» 275). 
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points de cette ligne sur lesquels on doit raisonner. Cest que nous avons 
appris alors à remplacer la définition primitive de la circonférence par 
une autre, celle qui a été donnée au n- 82 bis et d'après laquelle, pour 
exprimer qu'un point M appartient à une circonférence, on peut le joindre 
à trois points A, B, C, de cette courbe et exprimer que le quadrilatère 
ARCM remplit Tune des conditions d*inscriptibilité énumérées au n* 81. 
Dès lors, dans tout raisonnement où. intervient une circonférence, on a le 
choix entre les deux définitions : c'est l'une ou l'autre qui est employée, 
suivant les circonstances (*). 

274. Après avoir pris la précaution dont nous venons de parler, il 
s*agit, comme nous Tavons dit, de transformer les données de l'hypothèse 
de manière à mettre en évidence la conclusion. 

Dans les cas les plus simples, on aperçoit immédiatement un théorème 
permettant d'opérer cette transformation. 



Exemple. ^ L'hypothèse dont il est question au n* 271, fournit immédiatement 
la conclusion correspondante par Tintermédiaire d'un cas d'égalité des triangles 
rectangles. 

Dans d'autres cas, au contraire, il faudra passer par un ou plusieurs 
intermédiaires. On pourra chercher, par exemple, à donner à l'hypothèse 
une autre forme se rapprochant le plus possible de la conclusion. 

Exemple. — Soit à démontrer le théorème (n* 25) : 

Dans tout triangle^ à un plus grand côté est opposé un plus grand angle. 

Ayant à exprimer que AB est plus grand que AC, nous prenons sur AB la longueur 
AD = AC, de sorte que le point D est entre A et B. L'hypothèse et la conclusion sont 
donc 

(I) Hypothèse. [ ^^ est|e^prolongcment de DB, 

Conclusion: ACB>ABG. 

Le triangle isoscèle ADC, dans lequel les angles à la base sont égaux, permet alors 
de donner à Thypothèse la nouvelle forme 




(11) Hypothèse. 



( DA est le prolongement de DB, 



^ ADC = ACD^ 



Conclusion ; ACB=ADC-f DCB >ABC, 



ou plus simplement 
(HI) Hypothèse. 



Do* est le prolongement de DB 
(/?</. 217). 



Fio. 217. 



Conclusion: xDC-f DGB>aBC 



(1) D'autres définitions, équivalentes aux premières, se rencontrent dans la suite, par 
exemple, liv. HI, n* 131. 
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ce qui est évident» d'après le théorème sur l'angle extérieur au triangle (même 
numéro). 

IVous sommes, on le voit, arrivés à un résultat par une série de Iransfor- 
mations successives. 

275. C'est dans chacune de ces transformations qu'il convient particu- 
lièrement de ne pas négliger Inapplication de notre première règle (n* 270) 
et d'examiner si aucune partie de l'hypothèse n'est restée inutilisée ou n'a 
été abandonnée. On s'assurera qu'il en est ainsi en cherchant si la nou- 
velle hypothèse revient exactement à l'ancienne, lui est entièrement 
équivalente. 

Exemple. — Dans l'exemple précédent, la forme (II) del'hypothèse est absolument 
équivalente î\ la forme (I) : c'est-à-dire que si l'hypothèse (I) est vérifiée, il en est 
de même de l'hypothèse (II) et réciproquement. En effet, la seule différence 

consiste en ce que l'égalité AC= AD a été remplacée par ADG =ACD. Or nous 
savons que Tune quelconque de ces deux condilionsenlraîne l'autre. L'hypothèse (II) 
peut donc être absolument substituée à la première : se donner l'une ou se donner 
l'autre, revient au môme. 

Quoiqu'il puisse arriver qu'un élément de l'hypothèse soit abandonné 
sans inconvénient (*), ce n'est pas ce qui a lieu en général (^); et 
lorsqu'on se trouvera arrêté dans le cours d*une démonstration, on devra 
se demander si cette impossibilité d'arriver au but n'est pas due à ce qu'on 
a perdu, chemin faisant, une partie de l'hypothèse donnée. 

Exemple. — Soit à démontrer le théorème suivant : 

M étant un point dans le plan d'un tnangle ABC, on fait l'angle B A P = M Au 
(fig. 218) et on prend la longueur AP = AM; on fait Oe même CB Q = MBA, 

(i) C'est ce qui arrive pour ^hypoth^se (III) du même exemple, par rapport à l'hypothèse 
(II). Celle-ci est, en effet, exactement équivalente ât 

/ Dx est le prolongement de DB ; 
(II') \ il existe mr Dx un point tel, que le triangle qui a ce point pour âommet et DC pour 
\ base ait ses angles à la base égaux. 

Car ce dernier point pourra évidemment être appelé le point A. Mais ce point peut ne pas 
exister, même si l'hypothôse (III) : 

(III) Dx est le prolongement de DB 

est v(5rit!c^e. Il faut, pour qu'il existe, que l'angle 'xDG soit aign, d'après le théorème sur 
l'angle extérieur. 

Donc l'hypothèse (III) peut avoir lieu saQ»l[ae l'hypothète (II) soit vraie. 

(2) On s'attache précisément à donner aux énoncés des formes telles, que Thypothèse ne 
contienne aucun élément inutile. Dans les recherches plus élevées, et surtout dans les 
applications des mathématiques, la plus grande difficulté consiste souvent à reconnaître 
quelles sont, parmi les données do la question, celles que Ton doit utiliser. 



/ 
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BQ = BM ; et ACR= îdCB, CA\ = CM. Les points M, P, Q,R sont sur un même 

cercle : 
autrement dit 




\ 



BAP 



AC; AP = AM: 



(I) Hypothèse, j 5^^ îlî^.BQ ^ gy . 

. ACR= MCB; CU = CM. 

Conclusion : M,P,0,R sont sur un 
mt^me cercle. 

Soit c/| la bissectrice de langle A : les deux 
^^^^. jjjj côtés AB.AC sont symétriques par rapport 

à cette droite, et à cause de l'égalité des 

angles BAP, MAC, il en est de même de AM, AP. Donc le point P est le symé- 
trique de M par rapport à rfi ; de môme, Q est le symétrique de M par rapport à la 
bissectrice rf, de l'angle B; etR, le symétrique de M par rapport à la bissectrice rfj 
de l'angle C. Nous sommes donc tentés de transformer ainsi l'hypothèse : 



(II) Hypothèse. 



/ P est le sv métrique do M par rapport à la droite dt 

Q - - '/. 

( R - - rf,. 



Conclusion : M, P, Q, R sont sur un même cercle. 

Or si l'on partait de celte forme de l'énoncé, il serait impossible d'arriver à une 

démonstration ; en effet la proposition, ainsi for- 
mulée, est fausse. Il n'est pas vrai qu'un point 
quelconque M et ses symétriques P, Q, R par 
nipport à trois droites quelconques soient sur un 
même cercle. C'est ce dont on se i*end ooinpte il 
la simple inspection de la figure -219 ; ou encore, 
en remarquant que trois points quelconques P,Q,R 
peuvent être regardés comme les symétriques 
d'un point quelconque M par rapport à trois 
droites (/|, rfj, f/3, à savoir les perpendiculaires 
aux milieux de .MP, MQ, MR. 

Nous avons donc commis une faute en substi- 
tuant la forme (II) de l'énoncé, X la forme (1). 
Cette faute tient à ce (|ue les truis droites d^, 
f/j, rfj ne sont pas quelconques: ce sont les bissectrices des angles du triangle 
donné et, comme telles, elles concourent en un mt^me point. La forme correcte de 
l'hypothèse transformée est donc('; 




FiG. 219. 



(IT) Hypoth«'Sc. 



P est symétrique de M pai* ra{)port à la droite d^; 
Q ' - - d,; 

a - - rf,; 

les droites c/,,f/,, dj concourent en un même point O 



et conduit immédiatement au résultat, car on voit immédiatement que les quatre 
points .M, P,Q, R sont sur une même circonférence de centre 0. 



(!) Cotte nouvelle hypothèse peut être substituée à l'ancienne : trois droites concoarantas 
peuvent, on général, être regardées comme les bissectrices des angles d'un triangle (ox. 3t). 
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276. Au lieu de Iransformer Thypothèse pour la rapprocher de la conclu- 
sion, il y aura souvent avantage à opérer d'abord sur celle-ci, et à s'efforcer 
de remplacer la conclusion primitive par une autre qui entraîne la pre- 
mière et qui se déduise plus aisément de Thypothèse. 

Exemple. — Soit à démontrer le 
théorème. (Ex. 72.) 

Si d'un point M, situé sur ta cir- 
conférence circonscrite à un triangle 
ABC, on abaisse des peiyendiculaires 
MP, MO, MR sur les trois côtés^ les 
pieds de ces perpendiculaires sont en 
ligne droite. 

Nous démontrerons que les points 
P, Q,\\ ifîg. nO) sont en ligne droite 
si nous démontrons que, en joignant 

PQ, PR, les angles RPR, CPQ. qui 
ont la position d'oi)posés par le som- 
met, sont égaux. Donc, l'hypothèse 
étant 

à Les points A,B,C,M sont sur un même cercle; 
Hypothèse : i MP,MO, MR, sont respectivement perpendiculaires sur BC, 

^ CA,AB, 

nous pouvons donner à la conclusion la forme 




Fio. 220. 



Conclusion : U P R = C P Q. 

Mais (81), en raison des angles droits BRM, BPM, le quadrilatère BRPM est 

inscriptible et donne BPR = BMR: de môme le quadrilatère CQMP est inscrip- 

tible et donne CPQ = C.MQ. Il nous suffira donc d'établir (moyennant la même 
hypothèse), la conclusion 



Conclusion : 



BMR = GMQ. 



La conclusion primitive a donc été remplacée par une autre, dont la démonstra- 
tion est plus simple et sera trouvée aisément par le lecteur (*). 

H estclair que, dans cette nouvelle manière de procéder, on devra prendre 
une précaution analogue à celle que nous avons recommandée dans la 
première, et s'assurer que Ton ne cherche pas à démontrer plus que la 
conclusion donnée, à moins que Ton n'ait des raisons de croire que cette 
conclusion plus étendue que la première est encore exacte. 

277. Il convient, à présent, de revenir sur une remarque importante que 
nous avons dû laisser de côté en commençant et que, cependant. Ton doit 
appliquer dès la lecture de Ténoncé donné. 

(1) Nous avons raisonné en admettant que la disposition de la figure était cell« 
représentée (fig. 220). Il conviendra de modifier la démcoBtration de manière à la 
pendante de cette disposition : ce qui est aisé à l'aide des remarques du n* 8S* Ti 
le problème actuel, en peut toujours se placer dans le cas auquel te repperte 
mont ; il suffira de changer, au besoin, l'ordre dos lettres A, B, C. 
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Il est à observer, en effet, que beaucoup de théorèmes sont susceptibles 
d*étre énoncés sous plusieurs formes différentes. Nous en avons signalé des 
exemgles dans le texte. 

Exemple I. — Nous avons remarqué au numéro 32 que la proposition : 

Tout point équidisfant de deux pomfs A, h est sur la perpendiculaire au milieu 

de AB 

peut encore s'énoncer : 

Tout point qui nest pas sur la perpendiculaire au milieu de AB est inégalement 
distant de A et de B. 

Nous avons vu qu'il y a là une remarque générale : la proposition contraire 
d'une proposition quelconque équivaut à la réciproque de la même propo- 
sition. 

C'est dans le même ordre d*idées que rentre le mode de démonstration 
dît par r absurde el qui consiste à montrer qu'en supposant en même temps 
rhypolhèse vraie et la conclusion fausse, on est conduit à une contradiction. 

Exemple II. — L'énoncé (n* 23) : 

La bissectrice de raiif/le au sommet d'un triangle isoscelc est petpendiculaire à la 
'- iHise et la divise en deux parties égales 

\ revient, nous l'avons vu (*) à l'im quelconque des suivants : 

I La hauteur abaissée du sommet tombe au milieu de la base et divise Vangle au 

I sommet en deux parties égales ; 

1 La perpendiculaire élei^ée au milieu de la base passe par le sommet et est 

\ bissectrice de l'angle au sommet ; etc. 

1 
J II est clair que cet exemple, comme le précédent, représente un fait 

.' général ; nous avons retrouvé le même fait, par exemple, au n' 62, liv. II. 

D'ailleurs on le rencontre dès les premiers commencements de la géo- 
métrie, La démonstration du n° 15 (réciproque du théorème du n" 14) n'est 
évidemment qu'une remarque de celle espèce. 

Ces deux catégories générales de cas où un énoncé peut être remplacé 
par un autre équivalent ne sont d'ailleurs pas les seules; la réflexion devra, 
dans chaque circonstance particulière, faire trouver les différentes formes 
que peut prendre une même proposition. 11 est évidemment essentiel de les 
passer en revue, aHn de choisir celle qui se prête le mieux à la démons* 
tration, en un mot de se poser la question de manv}re à en rendre la solution 
le plus aisée possible, 

278. Cette dernière observation termine l'exposé des règles fondamentales 
que nous nous proposions d'indiquer. 11 seia utile d'étudier, au point de 
vue de lapplicalion de ces principes, les démonstrations données dans le 
texte et de se poser, par exemple, des questions telles que les suivantes : 

Pour démontrer le théorème sur les médianes d'un triangle (55 615), nous avons 

(1) Rappelons quo l'ëquivalonco de ces différents énoncés tient à co qu'il n'y a qu'une 
bisscctrico de l'anglo au sommet, qu'une hauteur, qu'iote perpondiculairQ au milieu de la 
base, etc. 

(2) K On doit donner au problùmc une forme telle qu'il soit toujours possible de le rësoudre. n 

(Abel). 
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pris les milieux de BG et de CG {fig. 53). Devait-on logiquement sonjrcr à celle 
construction? — Pourrait-on la remplacer par d'autres (*)? 

— Peut-on remplacer Ténoncé du numéro 55 (droite qui joint les milieux des 
côtés d'un triangle) par un autre équivalent? — Pourrait-on démontrer directement 
ce dernier énoncé? 

— Dans l'exercice 8, les deux parties de la conclusion à démontrer supposent-elles 
toutes deux le point donné intérieur au triangle? — La réponse à cette question 
indique-t-elle quel théorème doit être invoqué pour la démonstration de chacune 
des deux parties ? 

— Dans les démonstrations du n* 27, à quel moment est-il fait usage de ce fait que 
le polygone enveloppé est convexe ? 

Etc., etc. 



h). LIEUX GÉOMÉTRIQUES. — PROBLÈMES DE CONSTRUCTION. 

279. Ce que nous venons de dire, relativement aux théorèmes à démontrer, 
nous dispense d'insister longuement sur les autres formes de questions 
possibles, dont la solution doit être cherchée d'après les mêmes principes, 
comme nous allons le voir à propos des lieux géométriques et des problèmes 
de construction. 

Lieux géométriques. — Nous avons, dans le texte, appris à trouver un 
certain nombre do lieux géométriques : lieu des points équidistants de 
deux points donnés, ou de deux droites données, lieu des points situés à 
une distance donnée d'une droite donnée, etc. 

D'autres lieux géométriques sont évidents par eux-mêmes; par 
exemple, un point tel, que la droite qui le joint à un point fixe A soit paral- 
lèle à une droite fixe xy^ a pour lieu la parallèle à xy menée par A. 

D'après cela, si on donne une propriété d'un point M, ou plus généralement 
les propriétés d'une figure variable dont fait partie ce point, on trouvera 
le lieu de M en transformant les propriétés données en d'autres auxquelles 
correspond, pour ce point, un lieu connu. 

Nous sommes donc ici en présence d'une question tout analogue à celle 
qui se posait lorsqu'on demandait la démonstration d'un théorème. Il 
s'agissait alors, en effel, de déduire d'un ensemble de propriétés donné 
(l'hypothèse) un autre également donné (la conclusion). C'est encore une 
transformation de cette espèce qu'il s'agit d'opérer. La seule différence est 
que, cette fois, si le point de départ est donné, le point d'arrivée, la conclusion 
ne l'est pas : on sait seulement qu'elle doit être de nature à fournir le lieu 
cherché. (Il est clair qu'il faudra surtout rechercher les propriétés communes 
aux différentes positions de la figure mobile et, en particidier, les éléments 
de celte figure qui restent invariables lorsqu'elle se déplace.) 

La marche à suivre est donc la même que dans le cas précédent, et nous 
n'aurions qu'à répéter ici les préceptes formulés tout à l'heure. 

(1) Une de celles-ci est donnée dans Texercice 37. 
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L'un d'eux s'applique même ici plus strictement que lorsqu'il s'agissait de 
théorèmes à démontrer. Nous avons vu que, dans cette dernière catégorie 
de questions, il pouvait arriver qu'une partie de Thypothèse donnée fût 
abandonnée dans les transformations successives. 11 ne pourra jamais en 
être ainsi dans la recherche d'un lieu géométrique, puisque le lieu cherché 
doit contenir les points qui possèdent les propriétés données et rien que 
ceux-là. On devra donc toujours assurer que la conclusion est exactement 
équivalente à l'hypothèse. 

C'est ce que nous avons fait pour la plupart des lieux obtenus dans le 
texte (voir : n** 33, 36, 77, etc.); nous ne nous sommes dispensés d'indiquer 
cette seconde partie du raisonnement que dans certains cas où elle était 
assez aisée à suppléer pour qu'il fût inutile d'insister. 

280. Problèmes de construction. — Supposons, en second lieu, qu*ii 
s'agisse de construire une ligure d'après des conditions données. La réponse 
à une telle question est de nature très différente, suivant que les condi- 
tions données sont ou non en nombre exactement suffisant pour déterminer 
la figure inconnue. 

Exemple. — 1* Soit à conshmire un*: droite tangente à une circonférence 
donnée, 

La tangente eu un point quelconque de la circonférence donnée répondra d la 
question. Il y a une infinité de solutions : les conditions données ne suffisent pas 
pour déterminer la fifcure. Le problème est dit indéterminé, 

2* Soit à construire une droite tangente à deux circonférences .données. 
Il y a, comme on voit, une condition de plus que tout à l'heure. Cette fois, le 
problème est déterminé : il y a quatre solutions (au plus) (n* 93). 

3* Soit î\ construire une droite tangente à trois circonférences données. 
En général il n'y aura aucune droite répondant à la question. Car les deux premières 
cireonférencf'S admettent quatre tangentes communes (au plus), de sorte que la 
il droite cliorduie ne pourra être qu'une de ces quatre ; mais la troisième circonfé- 

y rence, donnée arbitrairement, ne sera en général tangente à aucune de ces quatre 

Il droites. Le problème est donc, sauf dans des cas particuliers, impossible. Il y a trop 

de conditions imposées à la figure cherchée. 



il 



En général, les problèmes proposés à l'élève seront des problèmes 
déterminés. 

f 281. Souvent la résolution du problème revient à la construction d'un 

point. 



fl 



ExEMi'LK L — Faire passer une circonférence par trois points donnés (n* 90). 
Il suffit de déterminer le centre. 

I 

E.XEMPLK II. — Construire un triangle^ connaissant un côté y V angle opposé ei la 
I hauteur correspondante. 

^ Ayant placé n'importe où h; côté donné, il n'y a plus à trouver que le sommet 

ij opposé. 

ji Dans ce cas, la méthode employée généralement est la construction par 

/ intersection de lieux géométriques j qui cons'isle h àédaïrc des données deux 



'I 
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lignes sur lesquelles doit se trouver le point inconnu : l'intersection des 
deux lignes fera connaître ce point. 

Exemple I. — Pour trouver le centre de la circonférence qui passe par trois 
points donnés A,B,C, il nous a suffi de remarquer que la condition d'être équidistant 
de A et de B fournissait un premier lieu géométrique de ce point, la condition d'être 
équidistant de A et de C un second lieu. 

ExEMPLK II. — Pour construire un triangle ABC, connaissant un côté BG, Vangle 
opposé K et la hauteur correspondant e, ayant placé le côté BC, on aura pour lieux 
du point A : I* un segment capable de Tangle donné, décrit sur BC comme corde ; 
2* une parallèle à BC, à une distance de cette droite égale à la hauteur donnée. 

Appelons condition simple imposée à un point toute condition telle, qu'il 
existe une ligne lieu géométrique des points qui y satisfont. Un point est 
dès lors déterminé par deux conditions simples, et si Ton connaît les deux 
lieux correspondant à ces deux conditions (*), on trouvera le point cherché 
par leur intersection. 

282. Outre les problèmes de construction traités précédemment dans le 
texte, on voit qu'il en existe beaucoup d'autres dont la solution s'obtient 
aisément, soit par l'interseclion des lieux géométriques, soit autrement. 
Mis en présence d'un problème quelconque, on cherchera à transformer les 
données de ce problème de manière à le ramener à une de ces questions 
qu'on sait résoudre; par exemple, de manière à en déduire deux lieux 
géométriques d*un môme point lié à la figure cherchée. 

Ainsi l'on considérera une figure, laquelle sera supposée vérifier les 
conditions données (^) et ces conditions serviront d'hypothèse; mais, 
comme précédemment pour les lieux géométriques, il faudra trouver 
soi-même la conclusion. 

Ces fois encore, les règles générales à observer sont les mômes que dans 
la démonstration des théorèmes. Comme pour les lieux géométriques, il 
faudra que la conclusion obtenue soit entièrement équivalente à Thypo- 
tlièse. Car si, d'une part, des conditions données doit résulter la construction 
trouvée, d'autre part, il faut s'assurer que toute figure formée d'après cette 
construction vérifie nécessairement les conditions en question. 

Nous n'insisterons pas davantage sur les particularités que présentent 
les problèmes de constructions et nous nous contenterons, à cet égard, de 
renvoyer le lecteur au livre de Pelersen, intitulé Mélliodes et théories pour 
la résolution des problèmes de construction géomélnque{^), ouvrage excellent 
à tous égards et auquel nous avons fait de nombreux emprunts. 

(1) Kn gi^omôlrie élémentaire, on s'attache à résoudre les problèmes par la rètjle et le 
compas : c'est-À-dire que les lieux géométriques en question devront toujours être des droites 
ou des cercles. 

(2) C'est co que nous avons appelé, au n* 98 par exemple, supposer le problème résolu. 

(3) Trad. O. Chemin. Gauthicr-Villai-s, 1880. 
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c). MÉTHODES DE TRANSFORMATION. 

283. Si Tétudiant s'est habitué à mettre en pratique les conseils qui pré- 
\ cèdent: s'il substitue, en quelque sorte mécaniquement, les déOnitioiis aux 

définis, s'il sait trouver rapidement les diverses formes sous lesquelles peut 
se poser le problème qu'il a en vue de résoudre, il sera bientôt en état de 

j traiter un grand nombre des exercices qui peuvent se proposer sur la géo- 

métrie élémentaire. D'autres, cependant, pourront lui sembler inaccessibles 

i ou très difficiles, et sont, eu réalité, susceptibles de solutions parfois 

très simples; seulement ces solutions ne dépendent pas uniquement du 
raisonnement direct dont nous venons de nous occuper, mais exigent le 
concours de moyens de simplification dont il nous reste à parler, et qui 
sont les méthodes de transformation. 

A proprement parler, d'après ce qui a été dit plus haut, toute méthode 
géométrique pourrait être léf^itimement appelée » méthode de transfor- 
mation ». Mais on réserve plus spécialement ce nom aux méthodes qui 
consistent à passer de certaines propriétés d'une figure à des propriétés 
correspondantes d'une antre figure. 

Définir une transformation, c'est à une figure quelconque donnée, faire 
correspondre une autre fif<ure suivant une certaine loi, de manière que la 
première étant donnée, la seconde soit déterminée, et inversement. De 
toute propriété de l'une on peut conclure une propriété de l'autre qui en 

I 

est, en quelque sorte, la traduction. 

ExEiiPLES. — Nous avons défini la figure F', ho7nol hé tique (ï une figure F par 
rapport à un ceiilre et à un rapport de similitude donnés. Si l'on donne la 
tigrure F, on peut construire la figure F^ Nous avons d'ailleurs vu qu'à toute 
droite de F correspond une droite parallèle de F', à tout triangle de F un triangle 
semblable de F', à toute circonférence de F une circonférence de F', etc. 

De même, étant donnée une figure F, on peut construire la figure F'quisc déduitde 

la première par une rotation, ou une translation, ou une symétrie données; ou plus 

généralement, unefigure F' semblable à F, et telle que les homologues de deux points 

donnés A,B soient deux points donnés A',B'. Des propriétés de F résulteront 

^ immédiatement les propriétés de F'. 

284. 11 n'y a d'ailleurs pas toujours lieu d'appliquer la transformation 
à toute la fifiure considérée. II y a, au contraire, souvent avantage à trans- 
former une partie seulement de cette figure. 

C'est ce qui arrive, en particulier, pour les transformations simples que 
I nous venons de rappeler : déplacement, symétrie, homothétie et générale- 

! ment similitude quelconque. Il n'y aurait, le plus souvent, aucun intérêt 

à appliquer de telles transformations à toute une figure, attendu que les 
. propriétés de la figure transformée ne sont ni plus ni moins simples que 

i celles de la primitive : elles sont les mêmes (*), Par contre, dans beaucoup 

de questions, il est nécessaire de transformer ainsi une partie déterminée 

de la figure. 

(1) La géométrie étudio précisément les propriétés qui no varient pas par le déplacement. 
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Exemple I. — Soit le problème (ex. 32). On donne deux parallèles et deux poi. s 
A et B, extérieurs à ces parallèles et situés de part et d'autre ; quelle est la ligne 
brisée la plus courte joignant ces deux 
poittts de 7naniére que la portion com- 
prise entre les deux parallèles ait une 
direction donnée ? 

Soit AMNB la ligne brisée cherchée 
{fig. 221), le point N se déduit du point M 
par une translation évidemment connue, 
puisque la longueur interceptée par les 
parallèles données sur une droite quel- 
conque ayant la direction donnée est la Fig. 22I. 
même. Nous pouvons appliquer cette 

translation à la droite AM; le point A est changé en un point connu C, et la 
droite AM en un segment de même longueur CN. On en déduit aisément que les 
points A, N,C doivent être en ligne droite. 

Des considérations analogues s'appliquent aux exercices 118-122 (livre II). 

Exemple H. — Dans l'exercice 14, le segment AM, après une symétrie par rapport 
à la droite donnée xy, viendra en ligne droite avec le segment BM. 

285. 11 est toutefois certains problèmes de construction pour la résolution desquels 
il convient de transformer par déplacement symétrie ou similitude, toute la figure 
considérée. L'avantage que Ton obtient ainsi est de faire correspondre, aux éléments 
inconnus de la figure primitive, des éléments connus de la figure transformée. 

Exemple. — .Soit à inscrire dans un quadrilatère donné ABCD un auti^e quadri- 
latère semblable à un autre quadrilatère donné mnpq. 

Il existe une figure semblable à la figure proposée et dans laquelle, au quadri- 
latère cherché MNPQ, correspond le quadrilatère mnpq. Au quadrilatère ABCD 
correspondra un quadrilatère abcd circonscrit à tnnpq et que, par conséquent. 
Ion construira par la résolution de l'exercice 213. 

286. Les autres transformations que nous avons indiquées changent au 
contraire d'une façon plus ou moins notable les figures auxquelles on les 
applique. 

Telle est, par exemple, Vinversiouy qui change une droite de la figure primi- 
tive en un cercle de la figure transformée; ou encore la transformation par 
polaires récipi'oques. Aussi avons-nous, dans le complément du III' livre, 
simplifié par ces transformations la démonstratiou d*un certain nombre de 
théorèmes. 

Une autre transformation à laquelle nous avons simplement fait allusion, 
mais qu'il faut signaler, est la perspective. Telle que nous avons pu la 
définir en géométrie plane, elle ne s'applique qu'aux figures composées de 
points en ligne droite. On obtient la figure transformée en joignant chaque 
point de la figure primitive à uu point Rie extérieur à la droite, coupant 
les rayons ainsi obtenus par une transversale quelconque et soumettant à 
un déplacement quelconque la figure obtenue sur celte transversale. 

287. Il convient de remarquer une différence essentielle qui sépare la 
transformation par polaires réciproques des autres transformations qoir 
nous avons énumérées, telles que similitude, inversion, peripecl 
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Gelles-ci soDt des transformations poncfuelUs, c'est-à-dire font corres- 
pondre à chaque point de la ligure primitive un point déterminé de la 
ligure transformée. Il n'en est pas de même de la transformai ion par 
polaires récipnxjues qui, à chaque point d'une des figures, fait correspondre 
une droite de l'autre. 

Une autre transformation, qui a été utilisée k plusieurs reprises dans le 
teile, partage avec la précédente ce caractère de n'élre pas ponctuelle, 
c'est celle que l'on peut nommer dilatation et que nous avons appliquée 
h. des ligures formées de cercles et de droites. Dans cette opération, on 
augmente ou diminue (suivant les cas] le rayon de chaque cercle d'une 
m£me quantité donnée a. Bien entendu il peut arriver, dans ces conditions, 
que le rayon d'une circonférence devienne nul: celle-ci deviendra alors 
un point ; inversemenl un point sera, dans cette transformation, considéré 
comme un cercle de rayon nul et se transformera, par suite, en un cercle 
de rayon a. Quant aux droites de la figure, chacune d'elles sera transportée 
perpendiculairement à sa direction, dans ou sens ou dans l'autre, de cette 
même ijuantité a('). 

La propriété la plus importante de la dilatation est que deux lignes 
tangentes restent, après dilatation opérée dans un sens convenable, deux 
lignes également tangentes [ex. 59) ('). C'est cette propriété qiic nous avons 
utilisée aux n- 93 et 231. 

288. Formes rédnîtei. — Le but de la transformation étant de simpliUer 
la llf^ure sur laquelle on opère, on doit s'efforcer de rendre cette simpli- 
fication la plus grande possible. 

k cet effet, nous remarquerons qiie les différentes espèces de transfor- 
mations ènumérées tout à l'heure comportent des éléments arbitraires. 
Par exemple, dans l'homothétie, il faut se donner le centre et le rapport 
d'Iiomothétie; clans riiiversioii, le pôle et la puissance (^); dans la dilata- 
tion, la quantité a dont il a été question au numéro précédent ; etc. 

Chacune de ces espèces comprend doue une iulinité de transformât ions. 

Parmi celles-ci, on en choisit une, telle que la figure transforniét; 
satisfasse à une ou ])lusieurs conditions déterminées <|ue l'on prend, en 
général, aussi nombreuses que possible, en ayaut égard a ce qui a été dit 
au n" 280. Cette fifiure transformée est alors dite une forme réduite de la 
iigure piimitiïe. 

e dilatation qui le 



HiStrii'l (Ji l'aide ils considiSraiiaiiii qui ili^pussnut la cidre d« est ouvr 
eiiiront dos Iign09 quolcoiiqncs, el I'od dàmunlro qu'ainti Alundno, 
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Une fonne réduite^ par la dilatation, d'une figure contenant un cercle C est celle 
dans laquelle ce cercle est réduit à un point : forme réduite que nous avons 
employée aux numéros 93 et 231. 

ExKMPLE II. — Deux cercles qui ont un point commun peuvent être transformés 
par une môme inversion en deux droites (en prenant pour pôle dMnversion le point 
commun) ; deux cercles sans point commun, en deux cercles concentriques (ex. 248). 
Autrement dit, la forme réduite d'une figure composée de deux cercles est constituée 
par deux droites ou par deux cercles concentriques, suivant que les cercles primitifs 
ont un point commun ou non. 

Exemple III. — • Dans l'exemple cité plus haut, au n* 285, nous avons utilisé une 
forme réduite de la figure proposée, par la similitude, forme déterminée par la 
condition que le quadrilatère cherché MNPQ soit transformé dans le quadrilatère 
donné mnpq. 

289. Inyariants. — L'avantage de la transformation pourrait être 
illusoire si, en simplifiant certaines propriétés de la figure, on se trouvait 
avoir compliqué les autres. Nous ne devrons donc effectuer cette transfor- 
mation que si les diverses propriétés qui figurent dans Ténoncé sont 
modifiées par celle-ci d'une façon suffisamment simple. 

Or, il se trouve que, dans presque toutes les catégories de transfor- 
mations qui viennent d'être passées en revue, certaines propriétés ne 
subissent aucun changement ou, suivant l'expression consacrée, restent 
invariantes. 

Exemple I. — Nous avons vu que, dans l'homothétie, les angles de la figure 
transformée sont les mêmes que ceux de la figure primitive, qu'il en est de même 
pour les rapports des longueurs entre elles, etc. 

ExKMPLE H. — Nous avons vu que la dilatation change deux autres cercles 
tangents en deux autres cercles également tangents entre eux. Le contact est une 
propr iété invariante par la dilatation. 

ExKMPLK III. — L'angle de deux lignes est une propriété invariante par l'inversion 
(n* 219). 
Etc. 

290. Il ne pourra y avoir aucun inconvénient à effectuer la transfor- 
mation si, dans l'énoncé donné, ne figurent que des propriétés invariantes. 
En particulier, on pourra toujours, dans ces conditions, supposer la figure 
ramenée à une forme réduite. 

Exemples. — Puisque le contact est conservé dans la dilatation, ou peut, lorsqu'on 
cherche les tangentes communes à deux circonférences, supposer l'une d'elles réduite 
à un point. C'est la marche suivie au n* 93. 

Il en est de même, lorsqu'on cherche un cercle tangent à trois cercles donnés 
(n» 231). 

Le contact est également invariant par l'Inversion. On peut donc, pour chercher 
un cercle tangent à trois cercles donnés, supposer deux de ceux-ci réduits à deux- 
droites ou à deux circonférences concentriques (exercices 204-265). 

Il en est de même dans la démonstration de théorèmes tels que le suivant : 
Tous les cercles qui coupent deux cercles fixes donnés sous des angles constants sont 
tnwjents à deiw cercles fixes ; ou celui qui fait l'objet de l'exercice 285, etc. 



276 GÉOMÉTRIE. 

291. Groupes *. — Celte propriété de posséder des invariants est, pour les transfor- 
mations dont nous venons de parler, la conséquence d'une autre propriété foniiamen- 
taie dont nous allons dire quelques mots. 

On nomme produit de deux ou plusieurs transformations, la transformation qui 
équivaut aux premières, effectuées successivement dans l'ordre où elles sont nom- 
mées (*). Autrement dit, si la transformation S change la figure F en une fîgure F' 
et que la transformation- T, appliquée à la figure F', la change en une figure F", le 
produit ST de ces deux transformations sera la transformation par laquelle on passe 
de F à F". 

I 

! Exemple. — Le résultat du n* 102 peut s'énoncer ainsi : 

Le produit de deux symétries est une rotation ou une translation. 

Cela posé, on dit qu'un certain ensemble de transformations constitue un gt^upe 
si le produit de deux quelconques d'entre elles est encore une transformation 
appartenant k Tensemble. 

Ainsi Vensemhle de toutes les homothéties est un groupe : cela revient à dire que 
Il I deux figures homothétiques d'une troisième sont homothétiques entre elles. L'en- 

I = semble de toutes les homothéties dont les pôles sont en ligne droite forme un groupe, 

puisque nous savons que le centre de l'homothétie, produit de deux autres, est en 
ligne droite avec les centres de celle-ci. 

Tous les déplacements fonnent {/;i .groupe, puisque deux figures égales aune même 
troisième, avec le même sens, sont égales entre elles et de même sens. 

292. L'ensemble des inversions ne forme pas un groupe. Le produit de deux 
inversions n'est pas une inversion. Mais on peut arriver à un résultat analogue au 
précédent, par la combinaison de plusieurs inversions successives. 

Appelons, pour abréger, transformation S tout produit d'inversions (ou symé- 
tries) (juelconques et en nombre quelconque. Cette catégorie comprend, en particu- 
lier, tous les déplacements, puisqu'un déplacement peut se décomposer en deux 
symétries; toutes les homothéties, car une homothétie résulte de deux inversions 
de même pôle et de puissances différentes ; par conséquent aussi toutes les similitudes, 
une similitude résultant d'une homothétie jointe ou non à un déplacement et à wtïq 
symétrie. 

11 semble, d'après la définition des transformations S, que pour les avoir toutes, il 
faille considérer les opérations qui se composent de n inversions, n désignant 
successivement tous les nombres entiers, et qu'en s'arrêtant à une valeur quelconque 
de n, on n'ait qu'une partie des transformations considérées. 

11 n'en est rien : toute transformation S peut se ramènera une inversion précédée 
ou suivie d'une, <lenx ou trois symétries, sauf le cas où cette transformation ost une 
simple similitudo (ex. î?52). Par conséquent, il suffit de quatre opérations simples 
(inversions ou symétries) pour reproduire l'une quelconque des opérations S. 

Deux opérations S quelconques étant chacunes équivalentes à une suite d'inver- 
'♦ sions. il en est de même de leur produit : les opérations S forment donc un groupe 

que l'on peut appeler, pour abréger, r/roupe des inversio7is. 

(1) La An de cclto noto ost plus spécialomcnt Uo.stiQée aux lecteurs qui ont étudié les 
compldmonts du III* livre. 

(2) Le produit de deux transformations change, on général, avec l'ordre des facteurs. Ainsi 
le produit de deux symétries par rapport à deux droites différentes est une rotation ou une 
translation double de colle qui amènerait la première droito sur la seconde. 
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293. Deux figures F, F', qui sont changées Tune dans Tautre par une des trans- 
formations d'un groupe, sont dites homologues relativement à ce groupe. Par 
exemple, deux flgures égales et de même sens sont homologues relativement au 
groupe formé par tous les déplacements. 

D'après la défînition du mot groupe^ deux flgures F, F'', homologues d'une même 
figure F', sont homologues entre elles, puisque la transformation p^r laquelle on 
passe de F à F^' est le produit des transformations qui changent F en F d'une 
part, F' en F'', de l'autre. 

La forme réduite F. d'une figure F relativement à un groupe donné est celle des 
homologues de F par rapport à ce groupe qui vérifie certaines conditions données. 
Si ces conditions sont en nombre suffisant et convenablement choisies, elles suffiront 
À déterminer complètement la figure F„ forme réduite de F. 

Supposons qu'il en soit ainsi: si nous appliquons à F une quelconque des trans- 
formations du groupe, la nouvelle figure obtenue F' aura encore pour forme réduite 
F., puisque les homologues de F' sont les mêmes que celles de F. 

La forme réduite d'une figure F étant la même que celle d'une quelconque de ses 
transformées, toute propnété de la forme réduite est une propriété invariante de F. 

294. Nous allons éclaircir ceci par un exemple. 

Soit la figure formée par quatre points quelconques A, B, C, D : proposons-nous de 
trouver les invariants de cette figure par rapport au groupe des inversions. A cet 
effet, prenons Tinverse de la figure, l'inversion employée I ayant son pôle en A. Les 
points B,C, D ayant pour inverses ^,c,(/, nous avons une figure homologue de la 
première (forme réduite] relativement au groupe,' dans laquelle l'un des quatre 
points (celui qui coiTespond à A) est rejeté à l'infini. Nous allons voir, en refaisant 
dans ce cas particulier le raisonnement que nous venons d'indiquer d'une façon géné- 
rale, que les angles du triangle bcd sont les invariants de la figure ABCD. (C'est la 
proposition dont nous demandons une démonstration directe dans l'exercice 270 bis.) 

Soient A', B', C\ D' les transformés de A, B, C, D par une inversion quelconque T. 
Opérons sur A', B', C',D' comme nous avons opéré sur A,B, C,D, et soit ôVd' la 
figure ainsi déduite de B'C'D' par une inversion de pôle A^ On passe de la figure 
formée par les points 6,c,</ et un point à l'infini à la figure formée par les points 
/>', c', d' et un point à l'infini par une transformation de notre groupe, à savoir le 
produit des trois inversions I, T, V. Cette transformation, comme nous le savons, se 
ramène, soit à une inversion suivie de symétries, soit à une similitude. Or, la pre- 
mière hypothèse est impossible, du moins si l'inversion en question est une inver- 
sion véritable; car celle-ci changera forcément un pointa l'infini en un point à 
distance finie (à savoir le pôle d'inversion). Donc, les deux triangles bcd, b'&d' sont 
semblables. c. q. f. d. 

Les angles et les rapports des côtés du triangle bcd sont donc bien les invariants, 
relativement au groupe considéré, de la figure ABCD. Il n'y en a que deux indépen- 
dants, c'est-à-dire qu'il suffit de s'en donner deux, pour les connaître tous : deux 
angles du triangle bcd suffisent en effet pour construire un triangle semblable ix 
celui-là. 

295. Nous venons de voir que l'existence d'invariants découle de l'existence d'un 
groupe ; inversement, l'ensemble de toutes les transformations qui admettent les 
mêmes invariants forment un groupe: puisque, si deux transformations ne changent 
pas une certaine propriété, il en est de même de leur produit. 

Exemple I. — L'homothétie change toute droite en une droite parallèle et pro- 
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duLiBl'nuire, sadistani-eàladroile D aug;rnente consiammenk et Endt^finiment. II n'en 
est pas <le m^me pour les droites D',, iy,qui servent de côtétk l'angle de parallélisme : 
celles-ci, sans rencontrer jamais D, s'en rapproctrent de plus en plus, si on les suit 
dans le sens où elles font un angle aigu avec la perpendiculaire alûiissée ilu point A 
surD; lorsqu'un point M parcourt indéfiniment l'une d'elles dans le sens ainsi choisi. 



» points d'un plan équidistants 




a dislanee à la droite D tend vers »éro. — 

l'une droite fixe est une courbe ; 
La somme des angles d'un triangle eilplvi petite que deux droits, e( ta diffi^- 

'ence est proportionnelle à l'nire du triangle. Il en résulte que celle-ci est toujours 
inrérieure A une limite déterminée, si grands que soient 
les c6tés (les angles diminuant et le triangle se creU' 
sant, en quelque sorte, d'une Façon analogue k celle 
qu'indique la fl^re, lorsque les cAtês augmentent). — De 
même, la somme des angles d'un polygone de n côtés est 
inrérieure à Sn ^ 1 droits, la dilTérence étant proportion- 
nelle à l'aire du polygone. Par conséquent, il n'existe pas 
'de rectangle» : si un quadrilatère a trois angles droits, le 
quatrième est aigu. 

Il n'existe pas de figures gemblables (<) (sauf, bien 
entendu, les ligures égales). Deux triangles qui ont les 

trois angles égaux chacun à chacun, sont égauï. — Admettre l'existence de deui 

trianglfS seinlilaLiles sans être égaux, c'est admettre le Poslulatum d'Euclide. 
Etc. 

D'ailleurs il existe une infinité île {jéomélrics non-euclidiennes. Les 
relalions qui lient entre elles les diftijrentes parties d'une rnSme figure 
contteiincTit en elfet. dans l'hypothèse de Lobatschefski, un certain 
nombre A', déterminé une fois pour toutes, maïs qui peut avoir une 
valeur quelconque : par exemple le rapport (constant, ainsi que nous 
venons de le dire] qui existe entre l'aire d'un triangle et le supplément de 
la somme de ses angles. In gé'métrin eudidienne p;u( Hre considérée comme 
im cas limile des ijf omet ries non-euclidiennes : elle correspond à * = œ , _q^ 

299. La géométrie non-cudidicnne, qui apparaît ainsi comme exempte 
de contradiction, comme logiquement pijsiibk, est-elle véritablement telle, 
conformémcnL aux idées de si'S promoteurs ? Il pourrait, semble-t-il, n'y 
avoir là qu'une apparence, duo à ce qu'on n'a pas encore poussé assez 
loin la suite des conséquences. Ne parvicndrail-on pas, par une recherche 
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plus persévérante ou mieux conduite, à rencontrer la contradiction qui ne 
s'est offerte ni à Gauss, ni à Bolyai, ni à Lobatschefski ? 

On peut affirmer qu'il n*en est rien. Sans développer en détail les raisons 
qui légitiment cette affirmation (*), nous emprunterons à M. H. Poincaré(') 
une manière simple et frappante de les présenter : 

« Imaginons une sphère S et, à l'intérieur de cette sphère, un milieu 
<» dont rindice de réfraction et la température soient variables. Dans ce 
« milieu se déplaceront des objets mobiles : les mouvements de ces objets 
« seront assez lents et leurs chaleurs spécifiques assez faibles pour qu'ils 
« se mettent immédiatement en équilibre de température avec le milieu ; 
(( de plus, tous ces objets auront même coefficient de dilatation, de sorte 
« que nous pourrons définir la température par la longueur de Tun quel- 
le conque d'entre eux. Soient R le rayon de la sphère, et p la distance d'un 
(( point du milieu au centre de la sphère : je supposerai qu'eu ce point la 

M température absolue (^) soit R* — p* et l'indice de réfraction ôi~ii~i- 

« Que penseraient alors des êtres intelligents qui ne seraient jamais 
« sortis d'un pareil monde? 

u i" Comme les dimensions de deux petits objets transportés d'un point à 
« un autre varieraient dans le même rapport, puisque le coefficieut de dila- 
« tation serait le même, ces êtres croiraient que ces dimensions n'ont pas 
« changé. Ils n*auraient aucune idée de ce que nous appelons différence 
« de température. Aucun thermomètre ne pourrait la leur révéler, puisque 
« la dilatation de l'enveloppe serait la même que celle du liquide thermo- 
« métrique. 

« 2" Ils croiraient que cette sphère S est infinie : ils ne pourraient jamais, 
« en effet, atteindre la surface ; car, à mesure qu'ils en approcheraient, ils 
« entreraient dans des régions de plus en plus froides ; ils deviendraient 
« de plus en plus petits, sans s'en douter, et ils feraient de plus en plus 
« petits pas (*). 

« 3° Ce qu'ils appelleraient lignes droites, serait des circonférences 
« orthogonales à la sphère S, et cela pour trois raisons : 

(1) On a pu remarquer Tanalogio dos résultats précédemment cités de Oëométrio non-eucli> 
dienne avec certains résultats do géométrie sphériquo, auxquels ils sont, en quelque sorte, 
opposés : ainsi, la somme des angles d'un triangle sphériquo osl plus gratifie quo deux droits, 
ot la différence est proportionnelle k Taire du triangle; doux triangles sphériquos qui ont les 
angles égaux chacun à chacun sont égaux ou symétriques, otc. De fait, la géométrie sur cer- 
taines surfaces (dites pseiidotphérique») est identique k la géométrie do Lobatschefski. C'est 
mémo ainsi qu'on a tout d*abord prouvé la possibilité logique de cotte dernière; mais cette 
|treave n'est pas encore parfaite : i* parce que les surfaces pseudosphériqucs ne peuvent pas 
être considérées comme illimitées en tous sens, ainsi que l'est le plan ; 2* parce qu'elle ne 
s'applique qu'à la Géométrie non-euclidienne plane, et n'empêcherait pas do croire à la possi- 
bilité d'une démonstration du Postulatum par des considéralions de géométrie dans l'espace. 

(2) lîeviie générale de$ Mciencet puret et appliquées, tome III. 189i, p. 75. 

(3) On désigne ainsi, en physique, la température comptée à partir d'un zéro tel, qu'elle soit 
proportionnelle au volume d'un corps thermométrique (en physique, il est expressément 
supposé que ce corps est un gaz très éloigné de son point do liquéfaction ; ici. il s'agit d'un 
objet quelconque, puisque tous sont supposés avoir la même loi de dilatation, et la tempéra- 
ture absolue est proportionnello, non au volume, mais à une dimension linéaire quelconque). 

(4) On peut ajouter que, en vertu dos propriétés attribuées à l'indice de réfraction, ils ne 
verraient pas ce qui se passe à l'extérieur do cette sphère. 
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« r Ce seraient les trajectoires des rayons lumineux ; 

« 2" En mesurant diverses courbes avec un mètre, nos êtres imaginaires 
(( reconnaiLraient que ces circonférences sont le plus court chemin d'un 
« point à un autre : en effet, Feur mèlre se contracterait ou se dilaterait 
« quand on passerait d'une région à une autre, et ils ne se douteraient pas 
« de celte circonstance ; 

(( 3' Si un corps solide tournait de telle façon qu'une de ces lignes 
« demeurât fixe, cette ligne ne pourrait être qu'une de ces circonférences: 
« c'est ainsi, que, si un cylindre tournait lentement autour de deux 
« tourillons et était chauffé d'un côté, le lieu de ses points qui ne bou- 
« géraient pas serait une courbe convexe du côté chauffé, et non une ligne 
« droite. 

« Il en résulterait que ces êtres adopteraient la géométrie de 
« Loba tschef ski (*). » 

Nous voyons bien maintenant qu'il est impossible de démontrer le 
Postulatum d'Euclide à l'aide des propositions antérieures : car, si une telle 
démonstration existait, elle serait admise par les êtres fictifs dont il vient 
d'être question (puisque toutes ces propositions antérieures subsisteraient 
à leur yeux) ; or elle conduirait alors à un résultat inexact, puisque, pour 
ces êtres, le Postulatum est faux. 



Il 



300. Quel rôle faul-il donc assigner à cette proposition, qui n'est pas 
aussi évidente que les axiomes, et qu'on ne peut démontrer comme on 
démontre les théorèmes? 

Ce rôle est celui d'une définition. Pour faire comprendre ce que l'on doit 
entendre par là, nous devons nous reporter à ce qui a été dit dans la note 
précédente (note A, n" 271). 

Ainsi que nous l'avons vu à cet endroit, il est nécessaire d'avoir une 
définition pour tout terme figurant dans les énoncés : définition que l'on 
doit faire intervenir dans le raisonnement, en la substituant, chaque fois 
qn^il y a lieu, à la place du défini. 

Or, il y a des termes qui n'ont pas été définis et ne peuvent pas l'être. 
Car on ne peut définir une notion qu'à l'aide de notions antérieures (8), ce 
qui est impossible pour les preminr s notions introduites. 

Mais, comme ces notions sont claires par elles-mêmes et ont dès lors 
un cerlain nombre de propriétés évidentes, le rôle de la définition (dont la 
nécessité subsiste, comme nous venons de le rappeler, même dans ce cas) 

(1) La constante arbitraire qui s'introduit en gc'ométric non-ouclidienne est représentée ici 
par le rayon U de la sphère. 

(2) Par exemple, nous ne pouvons définir une circonférence « le lieu des points d'un plan 
silu(''S à une distance donnée d'un point donné do ce plan », sans avoir défini antérieuremont 
les notions de distance, de plan, de lieu géométrique. 
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est alors rempli par les propriétés en question, que Ton admet sans déraon- 
slration. C'est ainsi que nous avons procédé pour la ligne droite, laquelle 
n a point reçu de définition proprement dite, mais dont nous avons donné 
ce qu'on peut appeler une définition indv'ccte, en en admettant les 
propriétés fondamentales. 

301. Seulement, il importe que les propriétés ainsi admises soient en 
nombre suffisant pour caractériser la notion qu'elles définissent, c'est-à- 
dire pour la distinguer de toute notion difTérenCe. Par exemple, nous 
aurions mal défini la ligne droite si, au lieu d'admettre, comme nous 
l'avons fait : 

1" Que toute figure égale à ane ligne droite est une ligne droite; et 
qu'inversement, deux droites sont superposaJ)les d'une infinité de façons ; 

2" Que, par deux points, il passe une ligne droite et une seule, 
nous avions admis la première propriété, mais non la seconde. Cette 
première i)ropriété n'est pas, en elfet, particulière aux lignes droites : elle 
appartient également, par exemple, aux cercles de i mètre de rayon. Il 
nous aurait donc été impossible de démontrer, en partant de cette défi- 
nition incomplète, aucune propriété des lignes droites qui ne leur soit pas 
commune avec les cercles en question : par exemple, nous n^aurions pas 
pu établir que la somme de deux angles d'un triangle est plus petite que 
deux droits, car cela n'a pas toujours lieu pour les triangles curvilignes 
formés d'arcs empruntés à des circonférences égales. 

302. Toute la géométrie repose sur une notion fondamentale, celle de 
déplacement^ que nous avons introduite au n» 2. Nous avons, en cet endroit, 
considéré comme claire par elle-même, l'idée d'uue figure qu'on déplace 
sans en changer la forme ni la grandeur, autrement dit, de ce que nous 
avons appelé wx\^ figure invariable. Essayons d'étudier comment cette notion 
est définie par ses propriétés. 

Étant donnés une figure qui subit un déplacement et un point M quel- 
conque, nous pouvons imaginer que ce point soit invariablement lié à la 
figure et entraîné avec elle dans son mouvement, de sprte qu'il vienne 
occuper une certaine position M'. On peut donc dire qu'à chaque point M 
de l'espace, le déplacement fait correspondre un point M% la nouvelle 
position où est transporté le point M. Un déplacement est donc une 
transformation ponctuelle (') de l'espace. 

D'ailleurs, c'est une propriété évidente de la notion qui nous occupe, 
que deux déplacements, elFectués successivement, équivalent à un dépla- 
cement unique. Autrement dit, ces transformations foiment un groupe {^). 

Nous pourrons donc dire : 

Une figure invanable est une figure à laquelle on ne fait subir <jun les 

(1) Voir note A, n** 287, 291 et suiv. 



(1) 
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transfoi*mation$ d'un certain groupe {dit groupe des déplacements) , possédant 
les propriétés suivantes : 

Il existe une infinité de transformations du groupe par lesquelles on 
peut amener un point quelconque A eii une position quelconque A'. 

// n'existe pas, en général, de ti'ansfoinnation du groupe capable d amener 
à la fois deux points donnés A, B respectivement en deux positions données 
A',B' ; il faut, pour que cette transformation existe, qu'une certaine quantité, 
qui dépend de A et de B, soit égale à la quantité analogue formée avec A',B'. 

S'il y a une transformation dugroupe amenant deux points déterminés A, B 
respectivement en deux points déterminés A', W, il y en a une infinité. En 
particulier, il existe une infinité de transformations qui laissent fixes deux 
points A,B, nuiis, dans toutes ces transfortnations, il y a une infinité d'autres 
points qui restent fixes. Ces points forment une ligne unique, indéfinie 
[appelée ligne droite). Par deux points, il passe une ligne droite et une 
seule; 

1 // existe des surfaces {appelées plans), telles que toute droite qui a deux 
\ points sur l'une délies y soit contenue tout entière; par trois points 
\ quelconques de l'espace , il passe une telle surface; etc{}), 

303. Il est toutefois essentiel d'observer que la définition précédente, 
comme toutes les autres défînitions indirectes, implique un axiome; elle 
suppose manifestement le suivant : 

Axiome (A) : Il existe un groupe possédant les propriétés (I). 

On remarquera aussi que les notions de ligne droite et de plan, dérivent 
de celle de déplacement, sans laquelle on ne peut les définir. 

304. Euclidiens et non-euclidiens sont d'accord pour attribuer au groupe 
des déplacements les propriétés (!) et, par conséquent, pour admettre 
l'axiome (A). Ils sont divisés par la question de savoir si l'énoncé 

\ Par un point extérieur à une droite, on ne peut mener qu'une parallèle 
^"^ ' à in droite 

est exact ou non. 

D'après ce qui précède, cet énoncé exprime une propriété du groupe des 
déplacements, puisque la ligne droite et le plan sont définis à l'aide de ce 
groupe, de sorte que la question prend la forme suivante : 

Le groupe des déplacements, défini par les propriétés (1), possêde-t-il la 
propriéléiU)'! 

Or, si nous avons constaté (ju'il est impossible de résoudre cette question, 



(1) Nous ne [)r«^lendons pas» énuniéror ici toutes les propriétés qui servent de définition à la 
notion do déplnccinent. Par « propriétés (I) », il faut entt^ndro toutes celles que nous avons 
admises dans le I" livre, antérieurement au Postulatun» dKuclide. 
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cela tient uniquement à ce qu'elle est malposèCy à ce qu'elle n'a pas de sens 
précis. 

En effet, le groupe des déplacements rCest pas bien défini p^r les 
propriétés (I). Si (conformément à Taxiome (A), que nous admettons), il 
existe un groupe possédant ces propriétés, il en existe une infinité. Les 
êtres imaginaires dont Texistence est supposée par M. Poincaré, enten- 
draient par u figures invariables » tout autre chose que nous, puisque les 
objets qu'ils déplaceraient se dilateraient ou se contracteraient à leur 
insu; cependant le groupe des déplacements, tel qu'ils le concevraient, 
satisferait aux conditions (I) dans tout l'intérieur de la sphère S (c'est- 
à-dire dans tout l'espace, infini pour eux, auquel se rapporteraient leurs 
raisonnements). . 

La solution de la question est dès lors tout indiquée. L'énoncé (II) sera 
exact si, parmi tous les groupés qui possèdentles propriétés (I), on réserve 
le nom de groupe des déplaeements à un groupe satisfaisant à la condition 
exprimée par cet énoncé; autrement dit, si Von définit ce groupe, non plus 
par la propriété (I), mais par les propriétés (I) et (II). 

305. Toutefois, il reste une objection à lever. De même que la déHnition 
primitive impliquait Taxiome (A), celle que nous proposons actuellement 
n'est possible qu'après résolution de la question suivante : 

Existe-t'il un groupe qui satisfasse à la fois aux conditions (I) et (II) ? 

La réponse est affirmative. On démontre [en admettant, bien entendu, 
l'axiome (A)], que, parmi les groupes, en nombre infini, qui vérifient les 
premières conditions, il y en a de non-euclidiens (pour lesquels le Postu- 
latum d*Euclide est faux) et il y en a d*euclidiens (pour lesquels il est vrai). 

Dès lors, toute difficulté est écartée. Le Postulatum d*Euclide fait partie 
de la définition des notions fondamentales sur lesquelles repose la géométrie. 

306. Devons-nous dire, en conséquence, qu'il n'y a pas lieu de se 
•leinander si ce Postulatum est vrai ou faux, qu'une telle question est 
absolument dénuée de sens? 

Nous en aurions le droit, si nous étions libres de définir tout à fait 
arbitrairement les notions de la géométrie. 

Mais il n'en est pas ainsi : ces notions nous sont données par Texpé- 
rience. L'idée de figure invariable nous est suggérée par les figures inva- 
riables dont la nature nous oITre l'exemple, à savoir les corps solides en 
présence desquels nous nous trouvons. C'est à l'image de ceux-ci que 
doivent être définies les figures invariables de la géométrie, si l'on veut 
que celle-ci s'applique aux objets réels; et les déplacements géométriques 
devront être aussi analogues que possible aux déplacements que l'on peut 
faire subir à ces corps solides. 

307. On voit donc qu'il existe bien une question du Postulatum 
d'Euclide : c'est celle de savoir si la définition donnée ci-dessus est en 
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harmonie avec rexpérience; si les propriétés des déplacements naturels^ 
des déplacements que nous observons, sont ou non analogues aux 
propriétés d'un groupe euclidien. 

Seulement ce n'est plus là un problème proprement mathématique : la 
solution d'une telle question ne relève plus du raisonnement, mais bien 
de Tobservation. 

Or. si nous avons été conduits à développer la conception d*Ëuclide et 
non celle de l.obatschefski. c'est que précisément nos sens, dans la limite 
oïl ils nous renseignent, nous montrent le Postulatum comme sensiblement 
exact. Nous constatons que deux droites parallèles à une même troisième, 
sont panillèles entre elles; nous constatons qu'il existe des ligures 
semblables avec des rapports de similitude quelconques; qu'il existe des 
rectangles, etc. 

308. Mais on peut ne pas se contenter de cette vériHcation grossière, et 
soumettre la question à un examen plus approfondi. On peut, en parti- 
culier, évaluer, avec toute la précision que comportent nos inslrumenls 
d'optique, les angles d'un Iriangle, pour rechercher si leur somme est égale 
à deux droits. On doit choisir, à cet eiïet, un triangle aussi grand que 
possible, puisque c'est dans ces conditions que la discordance entre les 
deux hypothèses est le plus accusée. Ku opérant ainsi, on constate que 
Tégalité en question est bien vérifiée (ou du moins que l'écart est inférieur 
aux erreurs d'observation). 

Nous sommes donc autorisés à dire que la géométrie qui représente le 
plus ndéicment la réalité, est la géométrie euclidienne ou, du moins, en 
dilfére trrs peu (c'est-à-dire que la constante k correspondante est très 
grande; ou «lue, si la géométrie en question est comparable à celle des 
élres liclifs imaginés par M. Poincaré et(]ui se meuvent dans une sphère de 
rayon H, ce rayon H est énorme par rapport à toutes les longueurs dont 
nous avons à nous occuper); l'écart est assez faible pour ne pouvoir 
ôlre mis en évidence dans le domaine de nos observations et avec l'aide 
des inslrumonts les plus perfectionnés dont nous disposions. 

Kn un mot, non seulement nous avons, théori(|uement, le droit d'adopter 
la géométrie euclidienne, mais encore cette ijtktmétne est physiquement 
rruic. 
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V 309. Ainsi qu'il a été dil au n" 236, la méthode indiquée par Gergonne, 
pour trouver les cercles tangents à trois cercles donnés, ne s'applique pas 
à tous les cas possibles : elle ne donne aucun résultat lorsque les trois 
centres sont en ligne droite. Nous avons ajouté que Ton ferait disparaître 
cet inconvénient en présentant la solution sous une forme telle que les 
propriétés qui y figurent ne changent pas par une inversion quelconque. 
C'est ce que nous proposons de faire actuellement. 

Soient encore A, B, C les trois cercles donnés. Prenons Tantibomologue 6 
d'un point quelconque a du cercle A, par rapport à un centre de sirai- 
li-tude Si2 des cercles A, B; et Tantibomologue c du point A, par rapport à 
un centre de similitude 8,3 des cercles A, C. Le cercle a qui passe par les 
points a, 6, c, coupe les trois cercles donnés en trois nouveaux points 
a\b'yC'\ il les coupe tous trois sous le même angle (227), de sorte que les 
points a' , h' sont antihomologues par rapport au centre de similitude Sj^, 
les points a', c' par rapporta 8,3; et que, de plus, les points 6',c'; c', 6' sont 
anlilioraolof^ues deux à deux par rapport à un centre de similitude S23des 
cercles B, C. 

En substituant au point a un autre point a^^ du cercle A, on obtiendrait 
un autre cercle aj analogue à ci. Le point 8,2 a, par rapport aux cercles 
<j, ari, la môme puissance (celle de l'inversion qui transforme A en B) ; il 
en est de môme pour le point 8,3. Donc l'axe radical ocy des cercles a, a, est 
un axe de similitude des cercles donnés; et il est clair, dès lors, que le 
centre de similitude 823, dont il a été question tout à l'heure, est celui qui 
se trouve, avec les deux premiers, sur ce même axe similitude ('). 

310. Nous voyons ainsi qu'il y a quatre séries de cercles a (correspon- 
dant aux quatre axes de similitude) et que les cercles d'une même série 
ont même axe radical. Inversement, tout cercle qui a, avec deux cercles a, 

(t) Lo raisonnement suppose, il est vrai, que lo point S13 est le môme pour a et pour <j\. 
Mais, dans le cas contraire, l'un au moins des deux points Su qui correspondent à (7 ot à 0*1. 
par esoniplo celui correspond à 0*1, seroit ou ligne droite avec Sit et S13; il aurait donc, par 
rapport au cercle ai, la même puissance que par rapport à (r, c'est-à-dire celle de l'inversion 
qui transforme B en G. Donc lo cercle G\ couperait aussi B et C en des points qui se 
correspondraient deux à deux dans cette inversion. 
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d'une même série, même axe radical, appartient h la série (puisqu*il se 
correspond à lui-même dans les deux inversions de pôles S,2 et S,,) ; de 
sorte que celte série est déterminée par deux de ses cercles, ou par Taxe xy 
et Tun d'eux. On peut, en général, prendre pour ce dernier le cercle ff^, 
orthogonal aux trois cercles donnés, lequel appartient aux quatre séries 
(227 bis). 

Le lieu des centres des cercles d'une série est la perpendiculaire 
abaissée du centre radical des cercles A, B, C sur un de leurs nxes de 
similitude. 

311. Les cercles tangents aux cercles donnés appartiennent évidemment 
aux séries dont nous venons de parler; et, inversement, tout cercle 9 qui 
est tangent à Tun des cercles donnés est tangent aux deux autres. 

Le problème des cercles tangents est donc ramené au suivant: 

Trouver un cercle ayante avec deux cercles donnés a et a„ même ajce 

radical y a far.geiU à un 
troisième cercle donné A. 
(fig. 223). 

Or celte dernière ques- 
tion se résout sans diffi- 
culté : si a est le point 
de contact du cercle 
chercbé et du cercle A, 
lo cercle passant par ce 
l)oint et coupant à angle 
droit a et ^|, sera aussi 
orthogonal au cercle 
cherché et, par suite, à 
A : ce qui le fera con- 
naître (158, Const. 13). 
Autrement dit, il sullira 
de mener, par le centre 
radical a des cercles s, 

a, cl A, une tangente au cercle A, pour obtenir le point de contact 

cherché. Inversement, on reconnaîtra que les points ainsi obtenus 

correspondent à des solutions de la question. 
On peut, comme nous l'avon.s remarqué, remplacer un des cercles 3, a, 

par leur axe radical .ry, de sorte que la solution du problème des cercles 

tangents devient la suivante: 

Par un point du cercle A et ses deux antihomologues, faites passer un cercle i. 
La corde commune à ce cercle et au cercle A coupe l'axe de similitude xy en 
un point a, par lequel il suffira de mener les tangentes à A pour obtenir les 
points de contact de ce cercle avec /es cercles cherchés. 




Fie. 223. 



312. Lorsqu'on prend pour a le cercle ?„ qui a pour centre le centre 
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radical I des trois cercles donnés et les coupe tous trois à angle droil, on 
retombe sur la solution de Gergonne. Les points communs des cercles À 
et 9oSont en efTet les points de contact des tangentes menées de I à Â, 
de sorte que la corde commune des deux cercles est la polaire du point I, 
par rapport à A. Le point a, intersection de celle droite avec o^, a donc bien 
pour polaire la droite qui Joint le point I au pôle de xy. 

On conçoit, dès lors^ pourquoi cette s^ution est en défaut lorsque les 
centres des cercles donnés sont en ligne droite. C'est que le cercle ao et la 
droite xy coïncident alors lous deux avec la ligne des centres. Il suffira, 
d^ailleurs, pour tourner la difliculté, d'employer, comme nous Tavons dit, 
un cercle a différent de a». 

La méthode actuelle offre également, sur celle de Gergonne, l'avan- 
tage de sappliquer lorsqu'un ou plusieurs des cercles donnés sont 
remplacés par des points ou des droites, en donnant directement les 
points de contact avec l'une quelconque des droites: ceux-ci sont situés 
8ur une circonférence ayant pour centre le point d'intersection de la 
droite donnée avec l'axe de similitude xy et coupant à angle droit le 
cercle aj : construction qui généralise évidemment la constr. 14 (n" 159). 
Cette construction s'applique lors même qu'il ne reste plus aucun cercle, 
ce qui n*a pas lieu pour la solution de Gergonne. Elle n'est en défaut que 
pour le cas où les trois cercles sont remplacés par trois points. 
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313. Nous avons suivi, dans le IV* livre de cet ouvrage, la marche usitée 
généralement et dans laquelle on ad met a priori (243) que l'on peut définir 
les aires des polygones, c'est-à-dire faire correspondre à chaque polygone 
plan un nombre (appelé aire) possédant les propriétés. 

I. Deux polygones égaux ont ta même «/re, quelles que soient leurs situa- 
tions dans C espace; 

II. Le polygone P^', somme de deux polygones adjacents P, P', a pour aire la 
somme des aires de V et de V, 

La possibilité d'une pareille correspondance constitue, dans celle théorie, 
un postulatum. Or ce postulatum est inutile : le fait en question n'est en 

GéOMÀTRIB. 1 9 
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aucune façon supposé, mais bien démontré dans la méthode suivante qai 
doit être, pour cette raison, préférée à Taucienne. 

314. Théorème. ^Dans tout triangle, le produit d'un côté parla hauteur 

correspondante e,^t le mémet quel que soit le côté 
choisi. 

Soit 1^ triangle ABC {fig, 224), dans lequel 

les hauteurs correspondant aux côtés BG, GA. sont 

respectivement AH, BK. Les triangles rectangles 

AGH, BCK ont Tangle en G commun : ils sont 

Fio. 224. donc semblables et donnent 

r^^l^i ou BG.AH = AG.BK. 

C. Q. F. D. 




Nous appellerons aire du triangle le produit précédent, multiplié par un 
nombre déterminé A;, pris une fois pour toutes et sur le choix duquel nous 
reviendrons tout à Theure. Gelte aire est nulle lorsque le triangle cesse 
d'exislcr, à proprement parler, ses trois sommets se trouvant en ligne 
droite ; et alors seulement. 

Les aires de deux triangles qui ont même hauteur sont proportionnelles 
à leurs bases. 

Il est clair que deux triangles égaux ont la même aire. 

315. Gousidérons, d'autre part, un point quelconque dans le plan d*un 
triangle; on Joignant ce point aux (rois sommets, nous formerons trois 
triangles ayant pour bases les difTérenls côtés et pour sommet commun, 
le point 0. L'un quelconque de ses triangles sera dit additif (par exemple, 
le triangle OBG, 11g. 228), s'il est du même côt»* que le triangle donné, par 
rapport à la base commune ; soustractit (par exemple, le triangle OBG. 

fi(j. 229) dans le cas contraire (*). 

Théorème. — Un point quelcon- 
que étant pris dans le plan (Tua 
triangle et joint mix trois sommets y 
la somme des airea des trUinyles 
additifs, diminufle de la somtrke des 
aires des triangles sottstraclifs {s'it 
eii existe), est égale à Caire du 
triangle primitif. 

Les côtés du triangle donné 
*^' "^' divisent le plan en sept régions 

(fig. 225); une intérieure; trois (2-4, lig. 22o) séparées de la première 




(1) Si l'on énonce les sommets du triangle donné dans un ordre déterminé quelconque, et 
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FiG, m. 



respectivement par les trois côtés; les trois dernières (5-7) dans les angles 
respectivement opposés par le sommet aux trois 
angles du triangle. 
Nous distinguerons dès lors cinq cas : 

1* Le point est sur l'un des côtés. Le point 
étant pris sur le côté BC du triangle ABC (fig. 226), 
il n'y a point de triangle OBC. Quant aux deux 
triangles OAB, OAG, ils ont bien pour somme le 
triangle ABC : car ces trois triangles ont même 

hauteur (la perpendiculaire abaissée du sommet A sur BC) et la troisième 
base BC est la somme des deux pre- 
mières OB, OC. 

2" Le point est sur un côté prolongé. 
Dans le triangle ABC, le point étant 
pris sur le prolongement de BC (pg, 227), 
il n'y a point de triangle OBC. Quant aux 
deux triangles OAB, OAC, ils ont bien 
pour différence le triangle ABC : car ces 
trois triangles ont même hauteur, et la troisième base BC est la différence 
des deux premières OB, OC. 

3" Le point est intérieur au triangle {fig, 228). 

Prolongeons la droite OA jusqu'à rencontre en I avec le côté BC. Le 
triangle ABC est égal (!"*) à la somme des triangles 
ABI, ACI, lesquels peuvent eux-mêmes se 
décomposer respectivement en AOB + BOI, 
AOC -f COI. Or les triangles AOB AOC sont les 
deux premiers triangles additifs et les triangles 
BOI, COI donnent, par leur ensemble, le troi- 
sième triangle additif BOC. 

4* Le point est extérieur au triangle donné ABC, 
mais dans un de ses angles A, par exemple {fig, 229). La droite OA cou- 
pant BC au point I, la somme des deux 
triangles additifs AOB,AOC peut être rempla- 
cée (1*) par la somme des quatre triangles 
A1B,AIC,0IB,0IC. Or, les deux premiers 
ont pour somme ABC, les deux autres 
OBC. On a donc 




Fig. 2i8. 



AOB + AOC = ABC + OBC, 



ou 




Fio. «9. 



OAB + OAC — OBC = ABC, 
c'est-à-dire la relation demandée, puisque le triangle OBC est soustractif. 

coux d'an triangle de sommet O de manière que les sommets communs se snivent dans le 
même ordre, on peat encore dire que ce dernier triangle sera additif ou touttraetif^ suivant qu'il 
aura ou non même sens de rotation que le triangle donné» 
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o* Le point est dans V opposé par le sommet d'un angle du triangle ABC, de 

Tangle A, par exemple {ftg, 230). Alors le 
. / point A est intérieor au triangle OBC, et 



Ton a (3-) 




ou 



OBC = ABC + OAB + OAC 
OBC — OAB — OAC = ABC, 



Fio. 230. 



ce qui est la relation demandée, puisque le 
triangle OBC est additif et les deux autres 
souslractifs. 
316. Soient maintenant un polygone quelconque ABCDE {fig, 231) et un 

point quelconque de son plan. Joignant 
ce point à tous les sommets, nous formerons 
encore les triangles qui ont pour sommet 
commun et pour bases les difTérents 
côtés, et nous considérerons chacun de 
ces triangles comme additif ou comme 
souslractif, suivant qu*il est ou non du 
même côté que le polygone (*), par rapport 
à la base commune. 




I 






Fm. 231. 



Théorème. — Soient un polygone^ dé- 
composé dune façon quelconque en un 
nomhre quelconque n de triangles, et un point 
quelconque tfu plnn^ que r on joint à tous les sommets, La différence S entre 
lu somme des aires de triangles additifs de sommet et la somme des aire$ 
des triangles soustractifs (ou la première somme, si la seconde n'existe pas) 
est égale à la somme il des aires des n triangles en lesquels est décomposé le 
polygone. 

Si le théorème est vrai pour deux polyj.'onos adjacents P, P' décomposés 
en triangles, il eslvrai pour leur somme V\ On p^ul, en effet, distinguer 
dans les contours de P et de P', deux parties : les côtés ou segments de 
côtés (2) non communs, lesquels fi^'urenl dans P", avec les triangles addi- 
tifs ou soustractifs correspondants; et les côlés ou segments de côtés com- 
muns. A ceux-ci correspondent des triangles qui sont additifs pour Tun des 
polygones P, P' s'ils sont soustractifs pour l'autre (puisque les polygones 
P,P' sont silés de part et d'autre de tout côté commun) et qui, par consé- 



"N 



(1) Quand nous parlons do la situation du polv^'one, par rapport à un de ses côtés nous 
entendons parler do la région qui avoi.sino imnit^diatcnient ce côté. Par exemple, lo triancrM 
OAB (fig. 231) est additif, parce qu'il est du in*^Die côté de AB que la partie ombrée de la 
rigure. 

(2) On devra, s'il y a lieu, diviser un côté quelconque du polygone P on segments (dont les 
uns seront communs avec le périmètre de P' ; les autres non), et remplacer lo triang-le qui a 
pour sommet et pour base ce côté, par les triangles partiels ayant pour base ces secmentSé 
Oq no changera pas ainsi la quantité S. puisque ces triangles partiels ont pour somino 
(théor. précéd.) le triangle total. — On/>pérGra do même pour P' et pour P^'. 



SUR U NOTION D'AIRE. 293 

quent, disparaîtront si l'on fait ]a somme des quantités S relatives à ces 
deux polygones. Cette somme donne donc bien la quantité S formée avec le 
polygone P". Comme, d'autre part, la quantités relative à P" est évidem- 
ment la somme des deux quantités analogues relatives à P et à P% Tégalité 
de ces deux quantités a bien lieu pour le troisième polygone P", si elle a 
lieu pour les deux premiers. 

On peut, dès lors, considérer la démonstration comme terminée, car le 
théorème est démontré pour n = 1 (il se confond alors avec le théorème 
précédent); et, d'autre part, s'il est vrai pour une valeur de n, il est vrai 
pour la suivante (puisqu'un polygone composé de n -f- i triangles est la 
somme d'un triangle unique et d'un polygone composé de n triangles). 

Corollaires. — La quantité S est indépendante du choix du point 0, 
puisque la quantité S n'en dépend pas. 

De même, la quantité 2 est indépendante du mode de décomposition du 
polygone en triangles. 

317. Nous appellerons aire du polygone la valeur commune des deux 
nombres S et S. 

Deux polygones égaux ont la même aire, puisqu'on peut les décomposer en 
triangles égaux chacun à chacun; d'autre part, la démonstration précédente 
prouve que, quand deux polygones sont adjacents, le polygone somme a pour 
aire, la somme des aires des parties. 

En un mot, les aires ainsi définies possèdent les propriétés I et II. 

318. Il en résulte qu'il est impossible de décomposer un polygone en parties 
qui, autrement assemblées {de manière à être encore arijacentes les unes aux 
autres), forment un polygone intérieur au premier. 

Car ce polygone aurait nécessairement même aire que le premier. 
Cette proposition n'est nullement démontrée parla théorie donnée dans le 
texte, puisque l'existence des aires constitue, en cet endroit, un postulatum. 

319. Nous ne nous sommes pas occupés, jusqu'ici, du choix du nombre k. 
Il est clair que le changement de ce nombre revient à remplacer toutes 
les aires par des aires proportionnelles. Nous avons déjà remarqué (244) 
que cette substitution n'altère pas les deux propriétés fondamentales. 

Nous allons déterminer k de manière que le carré construit sur l'unité 
de longueur ait une aire égale à l'unité. Or, ce carré se compose de deux 
triangles dont chacun a, tant pour hase que pour hauteur, l'unité de lon- 
gueur. Son aire est donc 2*, de sorte que nous prendrons A= 5; tout 

triangle aura alors pour aire le demi-produit de sa base par sa hauteur. 
I.es aires ainsi déterminées coïncident, dans ces conditions, avec celles que 
nous avons appris à calculer dans le texte (^). 

(1) Les raisonnements donnés dans le texte prouvent que la détermination des airei, telle 
que nous l'avons donnée, est la seule qui possède les propriétés précédentes, tout en satis- 
faisant à la condition que le carré construit sur l'unité de longueur ait Tunité pour aire. 
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PROBLÈMES DIVERS 



ET PROBLÈMES PROPOSÉS DANS DIFFÉRENTS CONCOURS (*) 



343. A, Bf C, D étant quatre points d'une circonférence (se suivant dans Tordre où 
ils viennent d'être énumérés) on prend les milieux a, b, c, d des arcs AB, BC, CD, 
DA. Montrer que les droites ac, (xl sont perpendiculaires. 

344. Sur les côtés BCfCA,AB d'un triangle on prend trois points arbitraires 
D, E, F et Ton trace les circonférences AEF, BFD, CDE. Démontrer : 

1* Que ces trois circonférences concourent en un môme point ; 

2* Que si Ton joint un point quelconque P du plan aux sommets A, B, C du trian- 
gle, les nouveaux points a, 6, c où ces droites PA, PB, PC coupent respectivement les 
circonférences précédentes sont sur une même circonférence passant par et P. 

345. Sur chaque côté d'un quadrilatère inscriptible, comme corde, on décrit un 
segment de cercle quelconque. Les quatre nouveaux points où chacune des circonfé- 
rences ainsi tracées rencontre la suivante sont aussi les sommets d'un quadrilatère 
inscriptible. 

816. Étant donné un pentagone quelconque, on circonscrit une circonférence à 
chacun des triangles formés par trois côtés consécutifs (prolongés s'il y a lieu). 
Montrer que les cinq points (autres que les sommets du pentagone) où chacune de 
ces circonférences rencontre la suivante sont sur un même cercle. (Ex. 106.) 

347. Sur le prolongement d'un diamètre fixe d'un cercle 0, on prend un point 
variable M, par lequel on mène une tangente au cercle. Lieu du point P pris sur 
cette tangente de manière que PM=MO (n'92). 

348. D'un point M pris dans le plan d'un rectangle, on abaisse des perpendi- 
culaires sur les côtés, la première perpendiculaire rencontrant deux côtés opposés 
en P, Q, la seconde rencontrant les deux autres côtés en R, S. 

1' Quel que soit le point M, l'intersection H de PR et de QS est sur une droite 
fixe, l'intersection K de PS et QR sur une autre droite fixe. 

2* L'angle IIMK a sa bissectrice parallèle à un des côtés du rectangle; 



(i) Les exercices 349, 850, 353, 354, 384, 386, 387, 393,^94, 400, 404, 413 sont tirés de compo- 
sitions données au Concours général des lycées et collèges ; les exercices 365, 374, 397, 406, 
409, 412, 422, de compositions données au concours de l'Agrégation des sciences mathéma- 
tiques. Nous ne nous sommes d'ailleurs pas cru obligés de reproduire exactement les énoncés 
tels qu'ils ont été proposés; nous avons dû, en particulier, y apporter un certain nombre de 
modifications pour les mettre en harmonie avec les exercices proposés dans le courant de 
l'ouvrage. 
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3« Trouver le point M, connaissant les points H et K ; 

4* Ce dernier problème a deux solutions. Montrer que la circonférence qui a pour 
points diamétralement opposés les deux points M, M' qui répondent à la question 
coupe orthogonalement le cercle circonscrit au rectangle ; 

5* Lieu (lu point M tel que PR soit perpendiculaire à QS. 

341). On donne deux triangles égaux ARC, abc. Trouver le lieu d'un point G tel 
que, en faisant tourner le premier triangle autour de ce point jusqu'à ce que le côté 
AB prenne une position a'b' parallèle à ac, la nouvelle position 6' du point B soit 
sur la droite OC. Trouver aussi, dans ces conditions, les lieux décrits par les pointai 
a\ b\ c\ 

350. Soient A', B', C les symétriques du point de rencontre des hauteurs d'un 

triangle ARC par rapport aux trois côtés BC, CA. AR. Soient encore M, N les points 

* où la droite R'C coupe respectivement AC, AR ; P, Q les points où la droite C A' 

coupe les côtés R A, BC; R,S les points où la droite A'R' coupe CB, CÂ. Montrer 

que U;s droites .MQ, NR, PS concourent en un même point. 

(Ce point n'est autre que le point de rencontre des hauteurs du triangle ABC.) 



j 
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351. Inscrire dans une circonférence donnée un trapèze dont on connaît la hau- 
teur, ainsi que la somme ou la différence des bases. 



352. Soient AB un diamètre d'une circonférence, CMD une circonférence décentre 
A, qui coupe la première en C, D et dont M est un point quelconque ; N, P, Q les 
points où les droites RM, CM, DM coupent respectivement la première circonférence : 

!• MPBQ est un parallélogramme ; 
[' 2' MN est moyen proportionnel entre NC et ND. 

M53. On donne un triangle isoscèle OAB (()A=:()B;. Du sommet comme centre, 
on décrit une circonférence de rayon variable à laquelle on mène, des points A et B 
re^peclivcinent, deux tîingentesVjui ne se cou])ent i)as sur la hauteur du triangle. 

1° Lieu du point d'intersection M de ces deux droites. 

2" Montrer que le produit MA. MB est égal à la différence des carrés de OM et 
de OA ; 

3** Trouver l<' liou du point I, extrémité d'une longueur égale à MA, prise à partir 
du point M sur MB. 



354. Sur la base BC d'un triangle donné quelconque ABC, on prend un point quel- 
conque D, et l'on circonscrit, aux deux triangles ABD, .\Cl), deux circonférences 
dont les centres sont 0, 0'. 

1» Montrer que le rapport des rayons de ces circonférences est constant ; 

2" Déterminer la position que doit occuper le point D pour que ces rayons soient 
le plus petits possible ; 

3» Montrer que le triangle AOO' est semblable au triangle ABC ; 

4* Trouver le lieu du point M qui partage la droite 00' dans un rapport donné • 
examiner le cas où ce point est la projection du sommet A sur 00'. 

355. Autour d'un point commun «\ deux circonférences, on fait pivoter un angle 
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de grandeur constante, dont les côtés coupent respectivement les circonférences en 
M, M'. Lieu du point qui divise MM' dans un rapport donné. — Plus généralement, 
lieu du sommet d'un triangle semblable à un triangle donné, construit sur MM' 
comme base. 

356. Si cinq droites A, B, C, D, E sont telles que deux d'entre elles, A, B, par 
exemple, sont divisées proportionnellement par les trois autres, tleux quelconques 
d'entre elles sont divisées proportionnellement parles trois autres. (La démonstra- 
tion doit distinguer deux cas, suivant que, parmi les deux nouvelles droites aux- 
quelles on se propose de l'appliquer, se trouve ou non l'une des deux anciennes.) 

357. Soient a, 6, c les côtés d'un triangle; x^y^z les dislances d'un point du plan 

abc 
k ces côtés. Si ce point est sur le cercle circonscrit, l'un des rapports -, -, — est 

X y z 

égal à la somme des deux autres. — Réciproque. 

358. C étant un point pris sur un .segment de droite AB, trouver le lieu des points 
communs à une circonférence variable passant par A, B et à la droite qui joint le 
point C au point de concours des tangentes menées en A, B à cette circonférence. 

359. Parmi tous les triangles inscrits dans un triangle donné, quel est celui qui 
a le périmètre minimum ? 

360. Inscrire, dans un quadrilatère donné ABCD, un quadrilatère MNPQ de péri- 
mètre minimum. Montrer que le problème n'a pas de solutions proprement dites 
(c'est-à-dire qui soient de véritables quadrilatères) en dehors du cas où le quadrila- 
tère donné est inscriptible. 

Mais si le quadrilatère ABCD est inscriptible, il existe une infinité de quadrila- 
tères MNPQ ayant tous le même périmètre, plus petit que celui de tout autre quadri* 
latèrc inscrit à ABCD. Ce périmètre est une quatrième proportionnelle au rayon du 
cercle ABCD et aux diagonales AC, BD. 

Quelle condition doit, en outre, remplir le quadrilatère ABCD pour que les diffé- 
rents quadrilatères MNPQ ainsi trouvés soient eux-mêmes inscriptibles? Trouver, 
dans ce cas, le lieu des centres des cercles qui leur sont circonscrits. 

361. Les rayons des cercles circonscrits (ex. 66) aux quadrilatères formés, l'un par 

les bissectrices des angles d'un quadrilatère déterminé, l'autre par les bissectrices 

1 • (i-\-c — h — d , , , 

de ses angles extérieurs, sont entre eux dans le rapport 7 — -i(a,6,c, d 

a-f- c -t-o-f-o 

étant les quatre côtés du quadrilatère donné, pris dans leur ordre naturel). 

362. On prolonge, jusqu'à leur rencontre en E, F, les côtés opposés d'un quadri- 
latère inscriptible, et on mène les bissectrices des angles ainsi obtenus. 
Montrer : 

1" Que ces droites se coupent sur le segment qui joint les milieux des diagonales 
du quadrilatère donné, et divisent ce segment dans un rapport égal à celui de ces^i 
diagonales ; ^^^^ 

2* Qu'elles sont aussi les bissectrices des angles sous lesquels on voit ce 
des deux points E,F; ^ 

3* Qu'elles coua^nt les côtés de ce quadrilatère en quatre points (antrtilV 
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qui sont les sommets d'un losange. Les côtés de ce losange sont parallèles aux 
diafronales du quadrilatère donné; leur longueur est ane quatrième proportion- 
nelle à ces diagonales et à leur somme; 

4* Donner des énoncés analogues pour les bissectrices des angles formés par deux 
côtés opposés prolongés^ Tun jusqu'au point de rencontre, l'autre au delà du poiot 
de rencontre. 

■ j{ 5* Montrer que la troisième diagonale EF d'un quadrilatère inscriptible est à la 

ri droite qui joint les milieux des deux premières comme le double produit de celles-ci 

\ est à la différence de leurs carrés. Calculer cette troisième diagonale, connaissant 

! les côtés du quadrilatère. 



i 



il 



:H)3. Montrer que le point obtenu dans l'exercice 105, lorsqu^il est intérieur au 
triangle, est tel que la somme de ses distances aux trois sommets soit la plus 
petite possible. (Ex. 5?69.) — Évaluer cette somme (son carré est égal à la deniH 
somme des carrés des trois côtés,' augmentée du produit de la surface par 2v'3). 

Qu'arrive-t-il si le point en question est extérieur au triangle? 



s. 



(Cette circonstance se produit lorsqu'un des angles de celui-ci. A par exemple, est 

plus grand que 120'. Le théorème de Ptolémée donne le rapport de la somme 

AB -f AC au segment AI intercepté par le cercle circonscrit sur la bissectrice de 

'] langle A, rapport qui est alors inférieur à 1. En appliquant de même le théorème 

! n** 238 au quadrilatère AMBI, on verra que la somme MA + MB -}- MG est minimum 

i quand le point M est en A.) 



364. Plus généralement, trouver un point tel que ses distances aux trois sommets 
d'un triangle donné ABC, niultii>tiées respectivement par trois nombres positifs 
donn»'s, donnent une somme minimum. — On suppose qu'avec trois longueurs pro- 
portionnelles aux nombres donnés, on peut former un triangle. 

(Soient T ce triangle; a, [1,y ses angles. On fera en A, avec les côtés AB, AC 
resjioetivenient, deux an^'les BAC,CAB' égaux à a; en B, avec les côtés BC,BA, 
deux angles CBA', ABC égaux à fi ; en C, avec les côtés CA, CB, deux angles ACB'. 
BCA é^'aux à f : le tout extérieurement an triangle ABC. Les droites AA',BB', CC' 
>e ronpent en un même point 0, qui est le point cberclié s'il est intérieur au 
ti langle donné. — Dans le tas contraire, et aussi dans le cas où les trois nombres 
d(»nnés ne sont pas proportionnels aux côtés d'un triangle, le minimum a lieu en 
un sommet du triangle ABC.) 

?| 305. Ou divise chaque côté «l'un triangle en segments proportionnels aux carrés 

" des rôles adjacents et on joint le point de division au sommet correspondant. 

.! Montrer : 

fi l" Que les droites ainsi obtenues concourent en un même point; 

2" Que ce point est celui que Ion obtiendrait dans l'exercice 107, en prenant pour 
, le point le centre de gravité du triangle ; 

; 3* Que ce point est le centre de gravité du triangle PQR formé par ses projections 

' sur les côtés du triangle primitif. 

306. Inscrire, dans un triangle donné, un triangle tel que la somme des carrés 
de ses côtés soit mininmm. (On admettra que le minimum existe et on montrera 
qu'il ne peut avoir lieu que pour le triangle PQU de l'exercice précédent.) 

On en conclura que le point 0', étudié dans l'exercice pi:i^dent, est celui 



PROBLÈMES DIVERS. 299 

dont la somme des carrés des distances aux trois côtés est la plus petite (ex. 137, 
UO). 

Plus généralement, inscrire dans un triangle donné un triangle tel que les carrés 
de ses côtés, multipliés respectivement par des nombres donnés, donnent la plus 
petite somme possible. 

367. Inscrire, dans une circonférence donnée, un triangle tel que la somme des 
carrés de ses côtés, multipliés respectivement par des nombres donnés, soit la plus 
grande possible. 

36d. La condition nécessaire et suffisante pour que le problème qui fait l'objet de 
Texercice 127 (point dont les distances aux trois sommets d'un triangle ABC soient 
proportionnelles à trois nombres donnés m, m,/>) ait une solution, est que Ton puisse 
construire un triangle dont les côtés soient mesurés respect! vemeat par les quan- 
tités 7/1. BC, n. C A, p. A B. 

369. Des sommets A, B, C d'un triangle aux côtés opposés, soient menées trois 
droites AD, RE, CF égales entre elles. Si, par un point quelconque intérieur au 
triangle, on mène des parallèles à ces droites, jusqu'à rencontre avec les côtés 
correspondants, la somme des segments ainsi interceptés sur ces parallèles à partir 
du point est constante, quel que soit ce point. 

370. Lorsque trois droites passent par un même point, il existe toujours des nom- 
bres tels que la distance d'un point quelconque du plan à l'une d'elles soit égale à la 
somme ou à la différence des distances du même point aux deux autres, multipliées 
par ces nombres. — Bendre le résultat entièrement indépendant de la position du 
point par une convention convenable de signes. 

Inversement, la somme ou la différence des distances d'un point quelconque M du 
plan à deux droites fixes, multipliées respectivement par des nombres donnés, est 
proportionnelle à la distance du point M à une certaine droite fixe, passant par le 
point d'intersection des premières. 

371. Trouver le lieu des points tels que la somme de leurs distances à n droites 
données, prises avec des signes convenables et multipliées par des nombres donnés 
quelconques, soit constante; ou, en d'autres termes, le lieu des points tels que les 
aires des triangles qui ont pour sommet un d'eux et pour base n segments donnés 
aient une somme algébrique constante. (L'exercice précédent donne le moyen de 
résoudre le problème pour une valeur de n, si on sait le résoudre pour la valeur 
précédente.) 

Conclure de là que les milieux des trois diagonales d'un quadrilatère complet 
sont en ligne droite. 

371 bis. Les trois cercles qui ont pour diamètres les diagonales d'un quadrilatère 
complet ont même axe radical. -— Cet axe radical passe par les points de rencontre 
des hauteurs des quatre triangles que forment les côtés du quadrilatère, pris trois 
à trois. 

372. Les côtés opposés et les diagonales d'un quadrilatère quelconque forment 
trois angles tels que les polaires d'un point quelconque du plan par rapport à 
chacun d*eux sont concourantes. (Transformer par polaires réciproques, en prenant 
le point comjuMentre du cercle directeur.) 



■C 
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Ces marnes droites interceptent sur une transversale quelconque trois segments 
tels que le segment qui divise harmoniquement d'eux d'entre eux divise harraoni- 
quement le troisième. 

Trois segments jouissant de cette propriété sont dits en involution. 

373. La droite de Simson (ex. 72) qui joint les pieds des perpendiculaires abaissées 
sur les trois côtés d'un triangle, d'un point P pris sur le cercle circonscrit, divise en 
deux parties égales la droite qui joint ce point au point de concours H des hauteurs 
du triangle. 

(On démontrera, en utilisant l'exercice 70, que les symétriques du point P par 
rapport aux trois côtés sont sur une même droite passant par H.) 

Déduire de là et de l'exercice 106 que les points de concours des hauteurs des 
quatre triangles que forment quatre droites prises trois à trois sont en ligne droite. 

874. Le point de concours M des droites de Simson relatives à un triangle ABC 
inscrit dans un cercle S et à deux points P, P' de ce cercle décrit un cercle S' 
lorsque le point C décrit le cercle S (les points A, B, P, P' restant fixes). 

Trouver le lieu du centre du cercle S' lorsque les points A, B restent fixes pendant 
que les points P, P' se déplacent sur le cercle S en restant à une distance constante 
l'un de l'autre. 

Trouver aussi le lieu décrit par le point M lorsque (A^B^C restant fixes) les 
points P et P' varient en restant diamétralement opposés l'un à l'autre. 

375. Quel est le lieu des milieux des côtés d'un triangle inscrit à un cercle fixe et 
dont le point de concours des hauteurs reste fixe ? 

376. On transforme le cercle des neuf points (ex. 101) d'un triangle par l'inversion 
(|ui a pour pôle le milieu d'un côté et pour puissance la puissance du pôle par 
rapport an cercle inscrit, on. co qui revient au môme (ex. 90 bis), au cercle ex-inscrit 
correspondant au côlé choisi. Montrer que la droite transformée n'est autre que la 
tangente commune k ces deux derniers cercles (autre que les côtés du triangle). 

11 résulte de là que le cercle des neuf points est tangent au cercle inscrit et aux 
cercles ex- inscrits. 

377. Entie le rayon R, r du cercle circonscrit et du cercle inscrit à un triangle, et 
la distance d de leurs centres existe la relation 

d* = Rs _ 2 n,,. 



(Utiliser ex. 103 et n» 126.) 

Réciproquement, si entre les rayons de deux cercles et la dislance de leurs 
centres existe la relation précédente, on peut inscrire à l'un une infinité de triangles 
circonscrits à l'autre. 

Obtenir des résultats analogues en remplaçant le cercle inscrit par un cercle 
ex-inscrit. 

378. Dans tout triangle ABC : 

/\ 
1* La droite qui joint la projection du sommet B sur la bissectrice de l'angle C à la 
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/\ 
projection du sommet C sur la bissectrice de Tangle B n'est autre que la corde qui 

joint les points de contact E, F (fig. 91, ex. 90 bis) du cei*cie inscrit avec les côtés 

AC, AB ; 

/\ 
2** La droite qui joint la projection du sommet B sur la bissectrice de Tangle C a 

la projection du sommet C sur la bissectrice de l'angle extérieur en B n'est autre 

que la corde de contact E3F3 du cercle ex-inscrit de Tangle C avec les mêmes côtés ; 

3* La droite qui joint la projection du sommet B sur la bissectrice de Tangle 

extérieur enCà la projection du sommet C sur la bissectrice de Tangle extérieur eu B 

/\ 
n*est autre que la corde de contact EjFj du cercle ex-inscrit dans Tangle A avec ces 

mêmes côtés ; 

4* Les projections du point A sur les bissectrices des angles intérieurs et extérieurs 

en B et sur les bissectrices des angles intérieurs et extérieurs en C sont sur une 

môme parallèle à BC, à des distances successives égales à p — c, p — a, p — 6 ; 

/\ /\ ^\ 
5* En projetant le sommet de chacun des angles A, B, C du triangle sur les 

bissectrices des angles extérieurs non adjacents, on a six points qui appartiennent à 
une même circonférence (revient à l'exercice 102). Cette circonférence coupe ortho- 
gonalement les cercles ex-inscrits au triangle donné. Son centre est celui du cercle 
inscrit au triangle A'B'C qui a pour sommets les milieux des côtés de ABC; son 
rayon, égal à l'hypoténuse du triangle rectangle qui a pour côtés de l'angle droit le 
rayon de ce cercle inscrit et le jje mi-périmètre du triangle A'B'C. — Il existe trois 
autres circonférences analogues, dont chacune passe par deux projections sur bissec- 
trices extérieures et quatre projections sur bissectrices intérieures. 

379. On joint entre eux les points de contact de chacun des cercles ex-inscrits au 
triangle ABC avec les côtés de l'angle dans lequel ce cercle est ex-inscrit. Montrer 
que les trois cordes de jonction forment un triangle dont les sommets sont respecti- 
vement sur les hauteurs du premier, et dont le cercle circonscrit a pour centre le 
point de concours de ces hauteurs. 

380. Connaissant le point homologue à lui-même (n* 150 bis) dans deux figures 
semblables et de même sens F, F^ ainsi qu'un triangle T semblable à celui que forme 
ce point avec deux points homologues quelconques (même numéro) ; connaissant 
de même le point 0' homologue à lui-même dans les figures semblables et de 
même sens F', F'' ainsi qu'un triangle T' semblable à celui que forme 0' avec deux 
points homologues quelconques de ces deux dernières figures : construire le point 
homologue à lui-même dans les figures F, F" et un triangle semblable X celui que 
forme ce point avec deux points homologues quelconques des figures F, F". 

:381. Construire un polygone, connaissant les sommets de triangles ayani pou^* 
bases ses différents côtés et respectivement semblables à des triangles donnés. 

(L'exercice précédent permet de réduire le problème relatif à un polygone d'un 
nombre déterminé de côtés à celui qui est relatif à un polygone ayant un côté de 
moins ; et on peut opérer ainsi jusqu'à ce qu'on n'ait plus que deux sommets \ 
déterminer). 

Dans quels cas le problème est-il impossible ou indéterminé ? 

382. Soient ABC un triangle ; 0, a, 6, c quatre points quelconques. Sur BC comme 
base, on construit un triangle BCA' semblable au triangle 6cO, avec le même sens de 
rotation (B,C étant respectitremânt homologues à 6, c); sur GA comme base» un 
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triangle CAD' semblable à caO ; sur AB comme base un triangle ABC semblable à 
abO. Montrer que le triangle k'WC est semblable, avec inversion dans le sens de 
rotation, X celui qui a pour sommets les inverses des points a, 6,c par rapport à 
pris conmie p<Me. 

383. Sur deux segments de droites donnés, on décrit deux segments de cercle 
capables d'un même angle quelconque V. Montrer que, lorsque V varie. Taxe 
radical des doux circonférences ainsi tracées tourne autour d'un point fixe; les 
triangles formés en joignant ce point aux extrémités de chacun des segments donnés 
sont équivalents et ont méirie angle en leur sommet commun. 

381. Lu (]uadrilatère AB(^l) est tel que deux côtés adjacents AD,AB sont égaux 
ainsi que les deux autres côtés CB, CD. Prouver que ce quadrilatère est circonscrip- 
tible à deux cercles. Trouver les lieux décrits par les centres de ces cercles lors4]ue 
le quadrilatère est articulé^*), un des côtés restant fixe. 

38.'». Plus généralement, un quadrilatère ABCD, circonscriptible à un cercle, est 
articulé, le côté AB restant fixe; dans ces conditions, il reste circonscriptible (ex. 87), 
Trouver le lieu du centre du cercle inscrit. 

(Eu supposant, pour fixer les idées, ce cercle intérieur au polygone, on portera sur 
AB les longueurs AE = AD, BF=BG et en tenant compte de l'exercice 89, on sera 
ramené à l'exercice 257.) 

386. Étant donnés (juatrc points A, B, C, D sur un même cercle, on prend un point 
quelconque P dans le plan et on décrit les circonférences PAB, PCD qui se coupent 
en un second point i). Trouver le lieu du point Q lorsque le point P décrit une 
droite ou un cercle. Trouver le lieu sur lequel doit se trouver le point P pour qu'il 
coinrid».' avec le point Q. 

387. On juint les soninielsA, B, 0,0 d'un carré A un point quelconque P <lu plan; 
les droitJ's ainsi tracées coupent le cercle circonscrit au carré en quatre nouveaux 
poiiil> A, li, C, D'. Montrer que, dans le quadrilatère A'B'C'I)', les produits des 
c6té> opposés sont égaux: AirxC'n' = A'D'X B'C 

Inversement, .V'B'C'D' étant nn quadrilatère inscrit dans lequel les produits des 
cùlé> opposés sont égaux, trouver un point P tel que les droites PA', PB', PC, PD' 
coupent le cen'le circonscrit ;iux sommets d'un carré. 

(Celte question est un cas particulier de l'exercice 270 bis, 5"; toutefois le pro- 
hlènio admet ici deux solutions, tandis qu'il n'y en a qu'une dans le cas général. On 
indiijuera la raison de cette différence). 

3H8. Plus généralement, trouver une inversion telle que les sommets d'un quadri- 
latère inscrit donné A'B'C'D' deviennent les sommets d'un rectangle. 

Montrer ijue les pôles d'inversion sont les points limites (ex. I.r2) du cercle 
circonscrit et de la troisième diagonale du quadrilatère A'B'G'D'. 

Ij8l>. Plus généralement encore, transformer par inversion quatre points donnés en 
les quatre sommets d'un parallélogramme. 

300. Étant donnés deux cercles et un point A, trouver une inversion telle que 



(i) La (léflnitipn do co mot a ét<^ donnée à l'exercice 109 et à l'exercice 271. 
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rhoniologue du point A soit un centre de similitude des transformés des cercles 
donnés. 

391. On joint un point variable M d'une circonférence à deux points fixes A, B: 
soient P, Q les points où les droites de jonction coupent à nouveau la circonférence, 
R le second point d'intersection de cette môme courbe avec la parallèle menée par le 
point P à AB. Montrer que la droite QR coupe AB en un points fixe. 

Déduire de là le moyen d'inscrire dans un cercle donné un triangle dont deux 
côtés passent par des points donnés, le troisième étant parallèle à une direction 
donnée ; ou dont les trois côtés passent par des points donnés. (Ces deux questions 
se ramènent l'une à l'autre et à l'exercice 115). — Problème analogue pour un 
polygone d'un nombre quelconque de côtés. (Une autre méthode est proposée dans 
l'exercice 253 bis). 

392. Circonscrire à un cercle un triangle dont les sommets soient situés sur des 
droites données. 

393. On décrit deux cercles variables tangents à une même droite, respectivement 
en deux points fixes A, B de cette droite et, de plus, tangents entre eux. Ces deux 
cercles ont une dernière tangente commune A'B'. Prouver que le cercle de diamètre 
A'B' est tangent à un cercle fixe, et trouver le lieu du milieu de A'B'. 

394. Deux cercles variables C,Ci sont tangents à une circonférence donnée en 
deux points donnés A, B et, de plus, tangents entre eux en un point M : 

1* Lieu de ce point ; 

2* Lieu du second centre de similitude N des cercles C,Ci; 

3* A chaque point N du lieu précédent correspondent deux couples de cercles 
C,Ci; C\ C'i satisfaisant aux conditions indiquées et, par conséquent, deux points de 
contact M, M'. 

Lieu du centre du cercle circonscrit au triangle NMM', lieu du centre du cercle 
inscrit à ce même triangle et lieu du point de concours de ses hauteurs. Tout point 
commun à deux de ces lieux appartient au troisième. 

395. Étant données deux circonférences sécantes C, C, on circonscrit un cercle au 
triangle qui a pour sommets un point d'intersection A et les points de contact P, P' 
d'une des tangentes communes. Montrer que Tangle sous lequel on voit la droite 
PF du centre de ce cercle est égal à l'angle des deux circonférences C, G et que 
le rayon de ce cercle est moyen proportionnel entre les rayons de ces deux 
circonférences (ce qui entraîne la proposition énoncée à l'exercice 262,3'). Le rapport 

AP 

— est la racine carrée du rapport de ces mêmes rayons. 

396. Quelles conditions nécessaires et suffisantes doivent remplir quatre cercles 
A,B;C, D pour qu'on puisse transformer, par inversion, la figure formée par les 
deux premiers en une figure égale à celle que forment les deux seconds? (En 

employant les locutions introdaites dans la note A, n* 289,294 ; qucb MQt les invariants de la 
figure formée par deux cercles, relativement au groupe des inversions?) 

1* Si les cercles A, B ont un point commun, il faut et il suffit que l'angle de ces 
deux cercles soit égal à celui des cercles G, D; ou, ce qui revient au même 
(ex. précédent), que le rapport de la tangente commune à la moyenne proportionnelle 
des rayons ait la même valeur dans les deux cas; . . . 



Si les cercles A, B sont sans point 

is (les cercles concentrique en lusqueli 



, il faut et il eufflt que le raiipoii 
peut les transfonner pur 






l égal au ra|>porl des rayons des cercles concentriques 
lesquels on peu! transformer les cercles C, D par une même inversion (en gén^i 

distincte île la pri'niiùre]. (En fmployut [n l<wuliaa<de U noie A, il fuit et il Hiffil que 
dcui llgum [A, B) fX (i:, 11] kiwi ratmt forme rMaitt ptr rinisnwnO 

Le n'sultnt ]>vut encore s'eiprimer ainsi : le rapport antiarmonique (n* 212) ( 
points d'inii'rscctioti de deux cercles A, B avec l'un quelconque de leurs cerr. 
orthogonaux communs est constant, et il en est de même du rapport anharmoniq 
di! <1hux de ces [lulnts et des points limites. La condition cherchée est que ce rapp< 
anharniuniquG ait la même valeur pour les cercles C; D que pour les cercles A, B 

EiiDn, si r, r' sont les deux rayons des cercles A, B, d la dislance de leurs rentn 



la quanti lit 



,(('- 



- doit a' 



ir la même valeur que la quantité analofue calcul 



aide des cercles C, U. 



:iU7. (tii donne deu\ points A, A' et deux droites D, D' parallèles A AA' et à éçi 
distance de cettu droite. 

1* Prouver qu'A tout point P pris sur la droite D correspond un point P' situé s 
II' ui tel que la di'oite PF soit tangente aux deux cercles PAA', P'AA'; 

a* Prouver qui' le produit desdislances des points A, A' à la droite PP' est constat! 

:>■ Trouver le lieu de la projection du [Kiinl A sur PP' ; 

4* Trouver le point P Ici que la droite PP' passe par un point donné Q ; 

.V Prouver que l'angle des cercles PAA'.P'AA'et l'angle PAP''sont constants. 



398. Soii-nl AU un diamètre d'une circonrérencc C, U une perpendiculaire 
diamètre Maquille est supposée couper Cl; r,c' les circonrérences qui ont 
diiunèln-s irsjiectifs les segments eii les<|uels l> divisi-AB.On trace une circonfi'r 
tanpetilo à C,c, 1) et uue circonrérence tangente il t^c', U. Montrer que ces i 
ici's sunt égides : leur i-ayon commun est une quatr 



iielle i 



Jiifcn 



■s C, c. 



■.m. Soit 



, Il deux cercles tangents entre eux ; C un cercle tangent aux ilei 
jiieiiiiers; C,, un cercli' taiipcnl à A,H,C; (1,, un cenrle langent ii AJI.C,; C,, i 
cercle tangent à A, ll.C,. etc.; Cn, un cercle tangent il A, B. Cii~i. On considère 
dislance du centre de l'un quelconque des vercles C,C„C„..., Cn à la ligne di 
centres ries circiinféreiices A, li. et le l'apiiorl de celle dislance au dianiêlre du cerc 
corres|Hindiint. Prouver que ce rapport varie irune unité lorsque l'on |his-e d'un i 
cercles au suivant, du moins tant qu'ils siiiit (ani:ents entre eux exlt-iieuremcnt (i 
qui arrivera toujours si les cercles A. Il se louclii'Ut iutérieuremenl . — Montn 
comment l'énuiicé doit èlre mndiûé lorsijue le cunCact de deux cercles ^'uccessi 
Cn-i> Cn devient intérieur. 

JOO. A. Il, c l'tant les cercles qui ont pour ceiitres respectifs les sommets il'n 
triangle et qui su touchent deux il deux exlÉrieuremenl{cx.91), on trace la circon 
férence qui touclie A, B. C eitérieuremcnt ut la circonférence qui est loui'liée inti 
rieurement par ces mêmes cercles. Calculer les rayons de ces deux circonfiTcnce 
connaissant les eûtes a, *. c du triangle {ex. pnréd., ex. 301). 



101. Ëlant donnés trois cercles li 



i, C et de ra 



t 111 
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centre radical de trois cercles concentriques aux premières et de rayons a -f- //, 

AN ^ ytw 

AH-/i, c + /i; Nie point pris sur AH de manière ^"g /rîr= —^jy.Montrerque, lors- 
que h varie, les points H et N décrivent deux droites, dont la première passe par les 
centres des circonférences tangentes (avec contact de même espèce) aux cercles 
donnés et la seconde par les points de contact de ces circonférei ces avec le 
cercle A. 

Donner un énoncé analogue permettant de trouver les circonférences qui ont-avec 
A, B, C des contacts d*espèces ditl'érentes. 

402. Trouver un cercle qui coupe quatre cercles donnés sous des angles égaux. 

403. Trouver un cercle qui coupe trois circonférences données sous des angles 
donnés. 

(On connaît (ex. 256) Tangle sous lequel le cercle cherché coupe un quelconque 
des cercles qui ont, avec les circonférences données, même centre radical. Parmi 
ceux-ci, on en déterminera (n" 311, note C) trois pour lesquels cet angle soit nul, 
de manière à être ramené au problème des cercles tangents ; ou encore (*), on en 
déterminera deux pour lesquels cet angle soit droit, de manière à être ramené à 
Tex. 259). 

403 bis. Étant donnés trois cercles, en trouver un quatrième qui ait avec les 
trois premiers des tangentes communes de longueurs données. 

(Ce problème se ramène au précédent, en menant, par le point de contact de 
chacune des tangentes communes en question, un cercle concentrique au cercle 
donné correspondant). 

404. On donne un corde, deux points A, A' sur ce cercle et une droite D. Montrer 
qu'il existe sur celle-ci deux points 1, 1' tels, que si P, P' désignent les intersections 
de D avec les droites qui joignent les points A, A' à un point quelconque M du cercle, 
le produit IP. V?' soit constant, c'est-à-dire indépendant de la position du point M. 

405. Les notations étant les mêmes (]ue dans l'exercice précédent, si la droite D 
ne coupe pas le cercle, il existe, de part et d'autre de cette droite, deux points de 
chacun desquels on voit le segment PP' sous un angle constant (ex. 278). 

400. On donne deux cercles S et 2 sans point commun, de centres O, a),de rayons 
R, p ; et on considère les cercles C qui sont tangents à S et orthogonaux ù, S : 

1* Prouver que tous ces cercles sont tangents à un second cercle fixe ; 

2» M, M' étant les points d'intersection des cercles C, S, on mène, par un point fixe 
A pris sur Ow, des parallèles aux bissectrices des angles OwM, OwM', jusqu'à 
renconlEe en P, P' avec une droite (ixe D perpendiculaire à Ow. Prouver quMI existe 
deux points tels que les droites qui les joignent respectivement aux points P, P' soient 
toujours rectangulaires entre elles ; 



(1) Le problôme traité au numéro 311 n'admet pas toujours de solution, U p<dit « OMBUonné 
en cet endroit pouvant êtro intérieur aux cercles donnés; et ceci peut M prodoirt daas la 
question actuelle, même dans des cas oh celle-ci admet une solatlon ; on 
inconvénient peut toujours être évité par une combinaison GonTonaU* lUs 4«Ui 
noua indiquons. 

GlîOMéTRÏK. 
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8* Prouver qu'il cxUIe deu\ pointa tels que, de ch&cun d'eux, le segment PP' soit 
\u sous un angle conslam lei. précAI.)- 

1* Suieiil C, une position du cercle C, coup&at S aux points M, H' ; C| une set'onde 
position du iiiémi> l'prcle, coupant £ au point M' et en un troisième point M' ; C, une 
position du mi^mc ccrclf , CQU|iant £ en M'', M'" ; etc. Trouver ta condition pour que 
le cercif Cii.).i coïncide avec lecercle C,. 

Id «tant la distance Ou, le triun^tle rectangle dont rhvpolénnsc est mesurée par 
d'— H'— p' (ou R' + p'— rf") et uu cùiO de l'angle droit par SRp, doit avoir un 
angle, aigu ûgal au ilemi-nngle au centre correspondant A un polygone régulier 
(wnvexe ou Étoile dont le nombre de cûté^ suit n ou un sous-multiple de n% 

SI lesdi'ux cerclisS. S se coupaient, les points M, M', M", M'", auraient pour 
limite un des points d'intersection. 

40T. L^ pcr|)eniUculaire menée, [lar te point de concours des diagonales d'un 
([uadrilatére inscrit, à la droite qui joint ce point au centre de la circonrérence, est 
divisée en deux parties l'gales jiur deux cfilés opiwsés. 

40S. Étant données deux circonrOrences C. C et deux droites qui les coupent, la 
circonférence qui passe (ci. 107 tix) par les points d'intersection des cordes des arc'i 
interrepii^s sur C. aven les cordes des arcs interceptés sur C a m^me axe radient 
avec ce (utiliser ex. U9.1. 

41)9. Étant donnés deux cercles concentriques S, C et un troisième cercle C,, te 
lieu des centres des ccrcleé ortliogonaux à Cet tels que l'aie radical de chacun d'eux 
et du cercle C, toit tangent i S, est un cercle S, concentrique A C|. 

Réciproquement, le lieu des centres des cercles orthogonaux à C, et tels que l'axe 
radical de chacun d'eux ei du cercle C soit langent A S,, est le cercle S. 
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ilus généralement, aver la tangente menée de ce point 
! fiiej. Montrer qu'il existe un point P qui a même 
les ceR'Ies ainsi décrits. 
■ ces cercl»'.* et du ccicle C est langent à une cîrconfé- 



4il. Par un point quelconifue d'une circonrérence C, on mène les tangentes à 
une circonréreui^e (/. Montrer que ta droite qui joint entre eux les points où ces 
tangentes coupent à nouveau la circonrérence C est tangente à u[i cercle fixe (i.i> 
ramené ii l'ex. précéd.) Ce cei-cte llxe a ménie axe radical aveu C, C. 

ili. On donne un angle AOB et un point P. 

1* Trouver sur le côté OA un point M lel que les deux cercles C.,C' tangents à Oit 
menés par les points .M, P fassent enti'e eux un angle donné ; 

•i" Le point M se déplaçant sur OA. étudier 1» variation de l'angle des cercles C,C' ; 

3' Soient Q, Q' les points {autres que Mj où ces cercles coupent le côté OA. 
Montrer que la circonférence qui passe par les points P, Q, Q' reste tangente A 
une droite fixe, lorsque le point -M se déplace sur OA (se ramène à l'ex. précéd.;., 

4la. Sur deux parallèles données, à partir des extrémités A, B d'une |>er[iendicu- 
laire commune donnée, on porte deux longueurs AC. DU telles que l'aire du Irapèie 
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ABCD soit égale à celle d'un carré donné. Quel est le lieu du point H, projection du 
milieu de AB sur CD? (On devra distinguer deux cas, suivant que les longueurs 
AC, BD sont portées dans le même sens ou en sens contraires). 

414. Autre solution de la question proposée à Tex. 329 (mener par un point donné 
dans un angle une sécante qui forme, avec les côtés, un trjangle de surface donnée). 
On construira d'abord le parallélogramme qui a deux côtés suivant les côtés de 
l'angle donné et un sommet au point donné. Ce parallélogramme détaehe du 
triangle cherché deux triangles partiels dont on connaît la somme. On pourra, dès 
lors, ramener la question à l'ex. 216, 

415. Construire un triangle connaissant un angle, le périmètre et la surface 
(ex-90 bis, 299). 

Parmi tous les triangles qui ont un angle égal et même périmètre, quel est le 
plus grand ? 

416. Construire un triangle, connaissant un côté, le périmètre et la surface (on 
peut construire la Qgure formée par le cercle inscrit et un cercle ex-inscrit). 

Parmi tous les triangles qui ont un côté commun et même surface, quel est celui 
qui a le plus petit périmètre? — Parmi tous les triangles qui ont un côté commun 
et même périmètre, quel est le plus grand? 

417. Parmi tous les triangles qui ont le même périmètre, quel est le plus grand ?(*) 

418. Construire un quadrilatère, connaissant les quatre côtés et la surface (Soit 
ABCD le quadrilatère cherché, de manière que AB =: a, BC = 6, CD = c, DA = d. 
Soit ABCi un triangle extérieur à ce quadrilatère, équivalent à ADC et ayant Tangle 

CiBA -= ADC^ On prouvera qu'on connaît successivement, en grandeur: 1* le 
côté BC; 2» la différence des carrés de AG et de AC| ; 3* la projection de CCi sur AB ; 
40 enûn, à Taide de la surface donnée, on connaîtra la projection de CCi sur une 
perpendiculaire à AB, ce qui permettra, une fois placé n'importe où un segment 
AB = a, de construire un segment égal et parallèle à CCi et, par conséquent, 
d'achever la construction demandée.) 

Parmi tous les quadrilatères qui ont quatre côtés donnés, le plus grand est le 
quadrilatère inscriptibie. 

419. Construire un quadrilatère inscriptibie, connaissant les quatre côtés. 

420. Parmi tous les polygones qui ont même nombre de côtés et même périmètre, 
le plus grand est le polygone régulier. 

(On admettra qu'il existe un polygone plus grand que tous les autres; et on mon- 
trera, à l'aide des ex. précédents et de l'ex. 331 , que ce polygone ne peut être que 
régulier). 

Le résultat précédent peut encore s'énoncer ainsi : S étant la surface d'un poly- 
gone, p son périmètre, le rapport -^ est plus grand pour un polygone régulier que 
pour un polygone irrégulier du môme nombre de côtés. 

(1) Voir la solution algébrique de la même question dani lea Leçom d Algèbre élémentaire 
de M. Bourlet, n* 127, page 381. 
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